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D od. —— 


1. Soit F(z) une fonction uniforme de z vérifiant les deux équa- 
tions 


msi 


(1) F(s+2K)=F(s), F(s+2aiK)=e * F(s) 


el n’ayant que des pôles dans un parallélogramme des périodes 2K 
el 26K'. J'ai montré (Annales de l'École Normale, 1884) que cette fonc- 
tion F(z) peut être décomposée en une somme d'éléments simples pos- 
sédant chacun un seul pôle et en une partie entière qui est toujours 
nulle lorsque l’entier m est négatif. L'élément de cette décomposition 
est la fonction 


K 


(2) Yu (3, %) = + e 


Rn= — D? 





T », r 
grrr) cot DK (s—a—anik’), 


que l’entier m qui figure dans les relations (1) soit positif ou négatif. 
Ann. de l’Ec. Norm. 3° Série. Tome II. — Jaxvien 1885. 2 
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Lorsque m est négatif, m = — u, l’element de la décomposition de 
F(3) est 4,(3,x), « étant un paramètre qui coincide successivement 
avec les pôles de F(z); lorsque m est positif, cet élément est la fonc- 
tion y,,(a@, 2), où a coincide successivement avec les pôles de F(z). 
Cette transcendante y,(z, a) avait été rencontrée par M. Hermite 
dans des recherches déjà anciennes qui n’ont pas été publiées (') et 
dont M. Hermite m'a donné communication, après l'impression de mon 
précédent Mémoire. Voici, en quelques mots, l'indication de la méthode 
suivie par M. Hermite. Envisageant une fonction de la forme 
F(r)= oo. erde 0, 
6(æ—a)8(r—b)...8(r—[1)8(r—m)...8(xz--r) 
où le nombre des © est plus grand au numérateur qu'au dénominateur, 
il ramène d’abord la décomposition de F(a) en éléments simples à la 
décomposition d’une fonction analogue contenant un seul © au numé- 
rateur; et cela de la façon suivante. La fonction F(z) peut être écrite 


te py I, 
Fr) = #(2) O(z —7m)...8(r —7r) 

où (x) contient autant de © au numérateur qu'au denominateur. Cette 
fonction ®(2) est donc doublement périodique de seconde espèce et 


peut être mise sous la forme 


__{8(x—a) O(r —b') O(a — ll’). 
KA, RES, me 8.2 — 1)’ 
remplaçant ®(2) par cette expression, on trouve F(a) décomposée en 


une somme de termes, tels que 





HSA Taste m)... Senn)’ 
contenant un scul © au numérateur. Pour décomposer enfin cette fonc- 
tion p(x) en éléments simples, M. Hermite considère le produit 


Te 


SJ\ 3) = 9(4) col m (3— x) 


_ ee en nn — 





(1) Dans la publication intitulée : Zr memoriam Dominici Chelini Collectanea mathe- 
matica (Milan, 1881), M. Hermite a indiqué quelques formules trés importantes relatives a 
ce sujet. 
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qui admet par rapport à z la période 2K. L'intégrale = Sf(z) dz, prise 
le long d’un contour sur lequel f(z) ne devient pas infinie, est égale à 
la somme des résidus de /(z) relatifs aux pôles de cette fonction situés 


dans ce contour. Prenons pour contour d'intégration celui d’un paral- 
lélogramme PQRS dont les sommets sont les points 


P(3+2ntK), Q(z— 2niK'), 
R(z+2K—2ntK'), S(,+2K +oaniK'), 


n désignant un entier positif. La fonction f(z) devient infiniment petite 
sur les côtés PS et QR quand n augmente indéfiniment; il en est de 
même de l’intégrale [fiz)dz le long de ces côtés. De plus, comme 
/(z) admet la période 2K, l'intégrale ff(3)dz a des valeurs égales et 
de signes contraires sur les côtés PQ et RS. Donc la somme des résidus 
de f(s) relatifs aux pôles situés dans ce parallélogramme tend vers 
zéro quand x augmente indéfiniment. En formant ces résidus et écri- 
vant que leur somme est nulle, on obtient la fonction 


Q(z — a') 
X) IR) 
?(2) e(z—a)8(2 — m)...e(r—r)' 
exprimée par la somme de series convergentes qui né different que par 
des facteurs constants des fonctions 


Ylert+iK),a+t), y(z+t+iK,m-+t),..., 


désignant la constante 
I - 
—-(a'—a—m—...—r)—Kk 
à ) 


et l'excès du nombre des © du dénominateur sur celui du numera- 
teur. 

Le cas le plus simple qui puisse se présenter est celui où la quan- 
tité a’ qui figure au numérateur de o(x) est égale à l’une des quan- 
lités a, m, ...,r du denominateur. Relativement à ce cas, je trouve, 
dans des Notes manuscrites que M. Hermite m'a fait l'honneur de me 
communiquer, la formule suivante. Soit 


P(r)—=6(zx—a)68(r—b)...8(x— |) 
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le nombre des facteurs étant égal à u, et 
x — H(a— b6)H(a—c)...H(a— J), 


= H(b—a)H(b—c)...H(b—J), 


ona 





US vin 
oe ne (Pb — 8) 
u wg © ek Revs col (æ—b—vik) 


+LŸ bg Te a (He Te cot  (æ—1—vik'), 


les sommes étant étendues à toutes les valeurs impatres de v, de — « 
à + ,ets désignant la somme a + b +... +7. On reconnait immé- 
diatement que les séries multipliées par A, B, ..., L sont des fonc- 
tions y,, d’après la notation (2). Ainsi le coefficient de A est égal à 


2K zu Hann (z-2-K+iK a—=—K) 
™ ; et n | 


Je trouve encore, dans les mêmes Notes de M. Hermite, la formule 


_b _ 
En = H(a—p) fa— H(b—p) fo 
où | 

fa = Ÿ rem P>> gt cot X * K(r—ae—viK), 
= sy (— me HA pu cot - (w— b—viK’), 
avec — 


vz2n-+1l, 


formule qui s'oblient immédiatement par l’application de la methode 
de M. Hermite, exposée à la page 11. Si l’on pose 


t=p—a—b—K, 
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ona 
2K , Baris . 
fa= — ge **® y(x+t+iK',a+t) 
- (b+t)i 
oh & more . 
= Tr q7.€ 2h yi(@+é+ 1K’, b+ ¢). 


‚est un extrait de ces recherches que M. Hermite a donné dans les 
Collectanea mathematica in memoriam Dominici Chelini; la fonction 


+ @ 





(tt) (2n+1)i7Tu) 


ST, w) = 
—+ lang =x [2 — (ar + ı)/K’] 


> 


qu’il considère à la page 5, n’est autre chose que 


IT 


TC) 
—— qg.e 


¥1(27 +0+ K+ K',w+ XK); 


et la formule de M. Hermite 


IR r+ik'+w) 


IT gr 
o(z)e =~ o(2+2iK') +Hla)|ı er Re] 


donne, par un simple changement de notations, la formule fondamen- 
tale relative à la fonction y, 


si 


X1 (2,0) — a (; +e“ gi (a), 


.; 
CA 


„|? 


¥1(5-+ 20K’, a)=e 


mi 

gi) (a) =~ e!fH, (a). 
0 vg / 
Il est intéressant de remarquer que la formule que M. Hermite donne 
sans démonstration a la fin de cet article se déduit de la formule (3) 
en y faisant p =o, et en changeant les lettres x, a, 5 respectivement 


enz,z-+ıK,v-+ıK. 


2. Jusqu'ici nous avons exposé la méthode de M. Hermite en nous 
plaçant dans le cas particulier où la fonction à décomposer ne possède 
que des pôles simples. Lorsque cette fonction admet un pôle «=a 
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d'ordre m de multiplicité, la formule de décomposition contient l’ele- 
ment simple qui admet pour pôle simple le point a et les (m — 1) pre- 
mières dérivées de cet élément par rapport au paramètre. C'est ce qui 
résulte immédiatement de la méthode de M. Hermite. En effet, appli- 
quons, par exemple, cette méthode à la fonction 


6(r — a') 


*(2)= sg a)e(a—b)...0la hy’ 


qui admet pour pôle double le point a + 7K’ et ses homologues. Nous 
devons écrire, pour obtenir la formule de décomposition, que les pôles 
de la fonction de z 


T 
P(3)col Er (z2— x), 


situés dans le parallelogramme désigné précédemment par PQRS (p.11) 
ont une somme qui tend vers zéro quand les côtés PS et QR s’éloignent 
indéfiniment. Voyons quels sont, dans cette somme, les termes prove- 
nant du facteur double 6?(z — a) du dénominateur. Dans le voisinage 
du pôle double 
s=a+(2n-+ı)iK', 

en posant | 

3=a+(an+t)iK'+e, 
ona 


R’ 
—*+..., 
€ 


R, 
b(:) — pr. + 
Te 


-_r\— cot —— Kr 
col eg (3 z)=cotgla+(2r +ı)ik x] 


+ Dg cot [@a+(2ar +ı)ik'— x]-+.... 


. oe . T e x N 
Le résidu du produit ®(z)cot—z (5 — x) relativement à ce pöle est 


done 


T “KI a | K'’— 
„x [a + (22 +1) (K’— x] + R,Dacot | [a+ (20 +ı)iK x], 


Ri, cot 
et la somme de ces résidus est composée linéairement avec l'élément 
simple et sa dérivée par rapport au paramètre. Ce fait résulte aussi 
d’une manière simple de la méthode que j'ai employée dans mon pre- 


i 2 
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mier Mémoire (p. 153 et suiv.) pour obtenir la formule de décompo- 
sition. 

Je citerai, comme exemples, les formules que M. Biehler a demon- 
trées dans les n® 75, 77, 79 de sa Thèse en employant la méthode de 
M. Hermite. Il serait aisé de retrouver ces formules par l'application de 
la méthode que j'ai indiquée. 

Pour cela, prenons la fonction 

5) = OU). 
= BRC) 
qui vérilie les deux équations 


e(s+2K) = 9(5), 
Ti . 
one — | K+ iK’ 
o(3-+ 2th’) —e§ owe o(3). 
Pour appliquer la méthode que j’ai donnée, il faut commencer par faire 
un changement de variable qui ramène ces équations à la forme (1); 
c'est ce que l’on réalise en posant 


5s+K +ik'— 16; 
la fonction à décomposer devient 


o(t)= @(¢—K—iK’') _ 8,(¢— UK’) | 
~ «We(eé—K— cK’) H'(t—:K') 


cetle fonction vérifie les deux équations 
Tl 


b(t+2K)=—(t), &(¢+27K’) =e (lt), 


qui sont bien de la forme (1); elle a, dans un parallélogramme des 
périodes, le seul pôle 2=iK’ qui est un pôle double. La formule de 
décomposition sera de la forme 


(¢)=Ay,(¢, 7K’) + By, (4, 7K’), 


7, (t,¢K’) désignant la dérivée ehe dans laquelle on remplace & par 


iK’. Ces deux coefficients A et B sont les coefficients de 


I I 
t--iK” (¢—iK’)® 
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dans le développement de ®(2) au voisinage du pôle ¢ = 7K’. Pour les 
trouver faisons 
t= iK'+-.«; 
alors 
_ &(e) 6, (0) + £784 (0) +... 
= TE) Heyer 


o(t)= mis à +... 





A ] N) 
le coefficient A de = est donc nul, et l’on a 


p— 2:00) _ I 
— HE(o) 40°” 
donc enfin 
‚ 8,(£—ıK) _ , 
(4) H: (4 — ik’) — me 71 (6 iK’). 


Revenant à la variable z par la formule 


t=s+K-+iKk, 
on a enfin 











8(5) _ 0, j j 
Mes) Fee 71 (5 + K + 7K’, 7K’), 
ce qui, d’après l’expression (2) de y,(z,«) et l'expression qu'on en 
déduit, 
2 nTAi = 1 
1152) = 7 IX BL a ani COLE (3 — 4 — aniK!) + —————— , 
4h 2K nn, 
sin? TG —2z—antK’) 


n’est autre chose que la premiere des formules données par M. Biehler 
dans le n° 77. 
Si, dans la formule (4), on fait 


t—iK'=s, 


8,(3) 
:(5) ) 

Du reste, des que l’on a obtenu le développement de l’une des quatre 
fonctions d'un même groupe (d’après la classification de M. Bichler), 


on obtient le développement de == tel qu'il est donné par M. Biehler. 


| | 
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on en conclut celui des trois autres en augmentant z de 


K, ıK, K+ 2K’, 


C'est ainsi que le développement de a = se déduit de celui de 





6(:) ~ a . ’ 

ja) Par le changement de s en z-+ iK’. Comme l’on a 
8(3+iK)) _ .:- aa H(s) 
Hi(e+ik’) ‘V7 9705)’ 


on trouve ainsi 


6,776? U(<) =— Le Ds “ie —_—_ — 2mitang(r — vw) |. 
' 67(3) Va cos? (x — vw) 





1 q 
ou 
x n3 ami ir K' 
= oo) vv — w ZZ me 
2K , 2K 


On reconnait, comme il suit, l’identité de ce développement avec 
celui que donne M. Biehler. En faisant passer le facteur e-* sous le 
signe >, on trouve, pour le terme général de la série, l’expression 


| I 1 
gm’ e-z! Feces — amilang(z — ve) 


ou encore, puisque e” = vq, 


I 


m3— m+} e-(x—-vw)i 
7 | cow (2 — vw) 


_ amitang(z — wo) |. 


Mais on a identiquement 


B B-iA ıB sin u . 
e-iu (A tangu + r ern) = — — —— +iAe-t; 
cos cos u cos? u 


on en conclut que le facteur de g™*~"** est égal à 


am—ı isin(z — vw) 


NE + ame "vu! 
COS(T — vw) Cos?(xz — vw) 


On obtient enfin, en transformant ainsi le terme général, 


co Hz) _ sin (2 — vw) vi _iQ mi e-ix 
Ne [en + ce me 
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Getto derniere somme étant nulle, on obtient bien le développement 
tel qu'il est donné par M. Biehler. 
Enfin, je terminerai ces remarques en appliquant la méthode que 


j'aiindiquée dans mon précédent Mémoire à la démonstration des deux 
formules 


yt 


| 8 Dr; e Dai) cot (r— ıvK’), 
es | SA — 26 D DE (x —iuK’), 


qui m'ont été communiquées par M. Hermite, et dont la démonstration 
est très simple par sa méthode; dans ces séries, l’entier v prend toutes 
les valeurs unpaires et p toutes les valeurs paires de — © à +x., 
La fonction 
Fer) = ae) 
verifie les relations 


Fir +aKk)=Fır), F(r+aiK”)—e us DLL TEST 
faisant alors 


ona 


et cette fonction vérifie les équations 


Pts ah) = 5), &(s+arfK') me N (5), 





qui sont de la forme \ı) où m = — 2. La fonction 0/5) a, dans un pa- 
rallélogramme des périodes, le seul pole 3 = a, et, dans le voisinage 
de ce point, ona 


“ mal 
NE gras EF: 
TE wes 
On aura donc, d'après la formule de décomposition en éléments simples, 


19 [_. 
a = 4 << LA 
* Wyo) X 2,03 — Fra o| 
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où, d'après l’équation (2) définissant y,, 





,— 7 QnTXi tAn-- 1° 
nt = RS e “ g * cot.5 (s—x—2nikK’), 


_2 Annrai (2n—1)° j - 
V9 ¥4(35%) = a)‘ LE q 2 ir x: ek) -4- --- —______—_—_ | 





Tr 
sin! x (s—a2—anth’) 


En faisant, dans ces formules, & = o et substituant, on aura le de- 
veloppement de ®(z), et, en revenant a la variable x par la formule 


F(z)= (r+ kh’), 


on obtiendra le développement de 





tel qu'il est écrit plus haut. 





FG ) 
Notre calcul donne en même temps le développement de TUE 
qui est égal à 
si 
LR aH; 
Va b(3) 


Le terme général de la série ainsi obtenue contiendra en facteur l’ex- 


K si 


ponentielle e* , que l’on fera disparaitre en appliquant à ce terme gé- 
néral l'identité (') | 


ee 


et remarquant que, dans la somme, la partie entière disparaît. 


3. Les recherches de M. Hermite, que je viens de rappeler et dont 
jai donné plusieurs exemples, avaient été entreprises afin de dé- 
montrer dans toute sa généralité une loi que M. Biehler, dans son ex- 
cellente These, a vérifiée sur un grand nombre d’exemples : 





B — 1 B 1 Lui 
=) — (A +aBi)cotu + Sin? + ¢A(1 + et!) — aB 


Si l'on développe une fonction doublement périodique de troisième 


espèce en une série ordonnée par rapport aux puissances de q, on voit ap- 


N 
paraître dans les sinus et cosinus qui forment le coefficient de g* les 





(1) Voir Cours d’Analyse de l’École Polytechnique de M. Hermite, p. 321 et suiv. 
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… ö + md . . , 
combinaisons =" des diviseurs conjugués à et d de N; le signe + 


convenant au cas où il y a au numeraleur m fonctions ® de plus qu'au 
dénominateur et le signe — au cas où il y a au dénominateur m fonc- 
tions 8 de plus qu'au numerateur. 


Quoique M. Hermite ait complètement démontré cette loi, il a bien 
voulu m’engager à publier les résultats que j'ai trouvés sur ce sujet en 
suivant la méthode employée dans mon précédent Mémoire. 


4. Je me propose, en conséquence, de former des développements 
en série des fonctions 


Yu(z+iK,a-+iK), yulr-+iK',a), yu(x, a +iK'), yu(r, a), 


ordonnés suivant les puissances de g. Ces développements une fois 
connus, il suffira, pour former les développements en série de toutes 
les fonctions, telles que (1), d'appliquer à ces fonctions la formule de 
décomposition en éléments simples et de développer ensuite chaque 
élément. 

Reprenons le développement de la fonction (2) sous la forme 


s 
_ TNie— ay 
nt eo Antai — 


_ ri Le ne * + 
(5) Yu(X a= Ÿ e K qua ta 1) ea 


n=—- e K — q°" 


en y changeant x et a en «+ 7K’ et a+ cK’, on obtient 





n=+® . Tix— a)i 
~ K , nn Kara TK 2 
Faisons, pour abréger, 
__T(T—a) 4_ pra 
o RS BSE 


et réunissons, dans la série (5’), les termes correspondant à des va- 
leurs de n égales et de signes contraires, après avoir isolé le terme 
correspondant an =o. 
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Nous aurons alors 


oF yale + EK, a + tK’) 


(7) 7 er! ın A —-ın 
+t : i + nd er 

| = DCE ==) 
e qT" 7 


Supposons que le module de e* soit compris entre celui de g? et celui 
de -, 
gi 





Ip < text] <|= 





nous aurons, pour toutes les valeurs positives de n, 


yo 

ex! + gn" __ I + qi" e-?! —ı + 2 gin’ eva 

ext — gi" — 1 — gi" etai u ’ 
v=îi 


car le module de g?*e”* est moindre que l'unité; de même, 


V=e 
ext + gr __ 1 + gq?" et _ env vai. 
y=1 


Portant ces développements dans le terme general de la serie (7), nous 
obtenons la serie double 


2K wy wr 
=p Yu + KM, a+ cK’) 


etl L n = 2 n = © Y = 
= rt D qu (enBi — e-"Pi) +2 Ÿ ye gen’+anv(enBi-vai _ e-rBi+vai) 
€” — 1 
n=i a=ive=l 


ou encore 


K = Xe (2 + iK’, a + iK’) 


=! cot = — D ger’sinnd — 2 Ÿ y qhn'+2nv sin (np — va); 


n=1 Y=1 


ce que l’on peut écrire 


K — 4u(2+iK',a+iK)= cot = 2 Ÿ ÿ aqhn'+sny sin (nf — va), 


m=1 V= 


22 P. APPELL. 


en convenant que le facteur 2 qui figure dans le terme general de la 
série doit être remplacé par 1 lorsque v = o. Si l’on remet pour « et fi 
leurs valeurs (6), on obtient ainsi le développement 


K . I e ry 
= Up (e+ eK’, a + 1) 
Us) — 1 t x . Xv Ÿ, prt+lav , Ta FT TZ 


\ a=i y=90 


Si l’on ordonne cette série suivant les puissances de g 


N = © 
K us wy T 
(9) Jule + ËK ‚a+iK ) = cot 7 (x — a) — Ÿ At (x, a), 


N=1 


quelle sera l’expression du coefficient Af’(x, a) de g“? Pour la trouver, 
supposons 
Nzun?+anv=n(un-+2v); 
soit 
N = 60’ 


une décomposition de N en deux facteurs, à désignant le plus petit 
des deux facteurs (si ces facteurs sont inegaux), on aura 


n—6, un avd, 
d'où 








on aura, par suile, pour l'expression du coefficient AP(x, a) 


i? 
. {8 Ô Ta 6! — 0 xx 
(9°) A, a) = N a sin ( TE RÉ +) 
6,6 





la somme élant étendue aux couples de diviseurs de N pour lesquels 
6’ — 26 | 





est un entier posilif ou nul avec cette convention que, lorsque 


al __ 1%) 


le coefficient 1. On peut remarquer que le diviseur à est au plus égal 





sera nul, on remplacera le coefficient 2 qui multiplie le sinus par 
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a 


N on os 
à ve car, en multipliant par d la condition 


6 — 20> 0, 
on obtient 


5. Voici maintenant le développement de la fonction y, (a + 7K’, a). 
Si, dans l'équation de definition(5), on change x en x + 1K’, on obtient 
une série qui peut étre écrite de la facon suivante : 


Rix alé 





. urait IT® (2n—1)UTai 2n-1\ K an—-1 
i _ —n vw(——) e 
(10) Xu(x +h’, a) =- I mi 2K e 7K Aa ? nr 1__. 
2K yg Nz -© e K _gin-! 
Faisons, pour abréger, 
_ a(x —a) __ pra 


et reunissons, dans la serie (10), les termes qui correspondent a des 
valeurs de (27 — 1) égales et de signes contraires; nous aurons 
| 1u(x +iK',a) 


nr 2 , 2 . . 
! =; ni Ai tn! ni -(2n--1, 
(10 ) ( — ” — ey! PA 2 ) et?r-1)yi er + er (Tr -1)yé er qa 
ex! — gr! ex! — q” (2na—1; 





Si l’on suppose que le module de e* est compris entre les modules 
I 
de get 7 


ai I 
la|<le <|=| 


on a, pour toutes les valeurs positives de l’entier n, 


Y = © 


ei + gem! I-te on—1 e -ae | 
LL ] — / — ]J LD a qi ile va! 


ext — gaa} — {— te 





vu 


de méme, 
Vv - 
exi + gend I+ git! ext . a 1 ai 
© — 1 — 2 > gr INDEM, 
er — - (2n--1) [-— gt" Lex 
q 1 da 


Portant ces développements dans le terme général de la série (10'), 








@r-: ¢ 
en 


Vre 
= u 
EN Vogt 
[| us 








m= 3 Vv=] 


ou encore 


A. — rn. 
-i\eyiz—ik,a 








— 22-1 ? 
u = — 2-1 | . 
— NV Nog ° sinfı 2a —1:~ — v2]: 


ce que l'on peut écrire plus simplement 


| re vs 2-33 a. . 
A ety is ik ai N Nag” * nn sin[ı2a — 1)~ — va}, 
= ud and | 





a=-1 v=® 


en convenant que dans les termes dans lesquels » — o le coefficient 2 
doit être remplacé par 1. On obtient ainsi. en remettant pour x et ; 
leurs valeurs 11°, la série 

LT a: 

A igre yar +h’, a) 


| Ÿ \ BS we gen dy . a.9a—i1\)+avcaq ver 
| = — Ÿ 2g sin | ———____- —— — —— ]- 
aunt 


2 h UN 





Si l’on ordonne cette série suivant les puissances de q 


_ hte a. 
vgre 7 ya(r— ik. a) = Vg" BE rat. 
ad 


| D“ 


(13) 


x 
quelle sera l'expression du coefficient BE fr. a: de 4‘? 


SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES DE TROISIÈME ESPÈCE. 25 
Tout d’abord, comme on a 
(14) N=yp(2n—ı)?+4(2an-—ı)v 


on voit que les exposants N, qui figurent dans le développement (13), 
sont des entiers positifs satisfaisant à la condition 


(15) = p (modé). 

Soient alors N un entier verifiant la condition (15) et d un diviseur im- 

pair de N 

on aura, d’apres (14), 
6=(2n—1), G'=pl(an—ı) + 4v, 

d’oü 


+ us, 
2 3 





10 
» plan —ı) +2v = 


il importe de remarquer que, pourvu que 0 soit un diviscur impair 
de N, © — pod est divisible par 4, de sorte que v est un entier pour 
toutes les combinaisons d, 0’. De plus, comnev doit être positif ou nul, 


d est au plus égal à V2 On a donc 
pe 


! a! a a? " a‘ 
(16) By (x, a) =Ÿ à sin (° FE i — SE ; Ef = : 


6,6’ 





la somme 2’ étant étendue à tous les couples de diviseurs de N dans les- 


e . + 8 N ° 
quels à est impair et au plus égal à Ve avec cetle convention que 


le coefficient 2 du sinus doit être remplacé par ı lorsque d devient égal 


PA 


. = 
d — 
R ! a 


woe . te pe ê — 
Pour montrer que, sous les suppositions qui ont été faites, a 





est enlier, écrivons les deux congruences 
N=p, pots pe (mod4), 
dont la seconde résulte de ce que à est impair; on en conclut 


N—pd?=0, Ô(3 — pô) =o, 
Ann. de l'Ec. Norm. 3° Série. Tome Ul. — Janvier 1885. 
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et entin 
‘— ud =0 (modd4). 


6. Nous allons maintenant appliquer les formules précédentes a 
quelques cas particuliers. Supposons d'abord a = 1, et rappelons-nous 
que, d’après une formule démontrée dans mon premier Mémoire sur 
les fonctions doublement périodiques de troisième espece (Annales de 
l’École Normale, 1884, p. 151), on a 














Tri 
; -  Wo)e 2%. 
Yı(-% K) — TS II, (x)? 
Changeant x en a + K +1K',on a 
. HW (o) 1 
(1 x+K +K’,K —_! = . 
Pour avoir le développement en série de TO il suffira de faire, dans 


la formule (13), 
et d'y remplacer x par x + K. On a ainsi la formule 
Ky- r EL! u . à (1) Wr 
i-Vgutz+K+ik K= Sa By (7+ K,K) 
1 


et par suite, d’apres (17), 





K H'(o) NU pt 
x o(&) =; By (z+ K,K), 


où le coefficient By (x + K, K) est donné par l’équation (16) 


f 
(4) . — . Nan’ nn _ 22 nn SR TL 
Bn (24K K) Yasin| 6 +8) (3 — 6) 6 a TE | 


c'est-à-dire 
5-1 


Br (a + K, K) =) a(—1) ? cos(à —à) TK? 
6, 3’ 


expression qui est d’accord avec celle que donne M. Biehler à la page 106 
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N . I 
de sa These pour le développement a(x)" On a, en effet, en adoptant 


les notations que M. Biehler emprunte à M. Hermite, 
K 


Te 


H'(o) —1 08,7. 


7. La fonction de y 
fp (EK, ») 


admet, dans un parallelogramme des périodes, un seul pôle y = 7K’ 
avec le résidu — ı et (a + ı) zéros, parmi lesquels se trouvent, quel 
que soit u, les points y = 0, y = K + 1K’; on vérifie que ces points 
sont bien des zéros de la fonction en faisant, dans la formule (8), 


æ—=0, a=k, 
ce qui donne 
Xu (eK', K + cK’) =o, 


et, dans la formule (12), 
TO, ao, 
ce qui donne | 
Xu(iK', 0) — 0. 


Cette remarque faite, supposons d'abord p. = 1. La fonction 
LA (2K’, Y) 


admet alors, dans un parallelogramıne des périodes, le seul pôle 7K’ 


et les deux seuls zéros y= 0, y=K + 7K’; de plus, elle vérifie les 
deux équations 
CK, y + 2K) =y,(cK’, y), 
Ryi j 


yi (eK, y + 2th’) = e à yi (CK, 1); 


mais la fonction 
Tye 


ex IL (7) 8,( +) 
e(y) 


admet les mêmes zeros, les mêmes infinis, et vérifie les mémes rela- 
tions. On a done 


x (iK’, 7) = Ce tn N, 
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C étant une constante que nous allons determiner par la condition que 
le résidu relatif au pôle y =7K’ est égal à — 1. Pour cela, faisons 


F—=Ss + iK’, 
la formule précédente donne 


LK = ki ey, O62) WG), 
wen, 5 teh’) =— Uy I(:) ’ 


le résidu du deuxième membre relatif au pôle z = o devant être — 1, 
on à 


cao Wie) =~ oe / 
7 ÿa 8) Lo) ~ tq aK’ 


car 





Io) =VR8(o), (0) = 4/2. 


n obtient ainsi les deux formules 


— Tv \ 
kr. ea / otk HOI) 
am) URN) = ic Van’ e(r) | 
Ä AP SV EL EL TE) 
(18°) Ja (EK", s+ 0K’) = ok Hs) 


D'après cela, la formule (13), dans laquelle on fait x =o, u=1 et 
a = y donne le développement de 


VE H(y)@1(x) 
ar (y) 


et la formule (9), dans laquelle on fait les mêmes substitutions, donne 
celui de 


K 60») Cr) 
\/ Te H(y) 
On retrouve ainsi les développements en série indiqués par M. Her- 
mite, qui ont été le point de départ des recherches de M. Biehler, et 


qu'il est inutile de reproduire ici. 
On obtiendrait de même des formules données par M. Biehler, en 


remarquant que la fonction de y 


Yı(!K’,y) 





Ww 
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admet, dans un parallélogramme des périodes, le seul pôle y == 7K’ 
avec le résidu — 1 et les trois zéros 


y=o, y=-k, r=K-+iK. 


On conclut de la 


oer ig , iI AT: . 
ya(éK', >) = Def nr 


D étant une constante déterminée par la condition que le résidu relatif 
au pôle y =7K’ est égal à — 1. En faisant, comme plus haut, v= 5 + 7K’, 
la formule précédente donne 


] , ~ 5)0(3)0,(s | 
w(K’, 5 + ik") = DYg MOTORS; 


en écrivant que le résidu relatif à 3 — o est — 1, on trouve 


p—"_ Ho ___ 17. 
~ ÿq Hi(o)@(0)@,(0) Yq 2K 

Les formules (9) et (13), dans lesquelles on fait 2 =o, w= 2eta=y 
donneront alors les développements des deux fonctions 


H,(r)e(y)®,(y) , H(y)H,(y)®,(y) 
H(y) e(y) | 


tels qu'ils ont été indiqués par M. Biehler. 


8. Enfin, comme dernier exemple, considérons la fonction 


Tre 


K H(2a)H’(o) 


K e 
= H(x—-a)H(z+a) 


(19) F(z) = 


qui verifie les deux équations 
2T ri 


F(2+aK)=F(z), F(e+2aiK')=e* F(z). 


Cette fonction devient infinie aux points homologues des deux points 
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et les residus correspondants sont 


Tai Rai 
K-7 _K + 
T Te 


On a donc, d’apres la formule de decomposition en éléments simples 
appliquée au cas actuel où p = 2, 


. kf -= Tai 
p(y = Ble K Yılz, a)—e* (x, —a)). 


Changeons, dans cette formule, x en x + 7K’, et remarquons que 





mr tK H(2a) H'(0) 
(20) Ble +R) Ex Ex a)o(x ta) 
nous aurons 
K H(2a)H'(o) 
= 6(r—a)8(r+a) 
(21) K pus K, Sn 
| ———ÿge * Y2(x + UK’, a) + —Vge (x 4+ 1K’, —a). 


En appliquant la formule (13), dans laquelle on fait a = 2, on obtient 
immédiatement le développement en serie de chacun des termes du se- 
cond membre, et l’on trouve ainsi 


K IL(2a) H'(0) 


(22) nm @(r—a)8(r+a) 


=); [BN (x, a) — BY’(2, — a)]. 


N 
Le coefficient de g* est donc, d'après (16), 


y asin 0 +20 ra 0 — 26 TT asin +26 ra ol — 6 TT\ 
~ «8 - 4 K 4 K 4 K 4 K) 
6, à 


ou enfin 








où il faut, d'après une convention antérieure, remplacer le coefficient 4 
par 2 dans les termes de la somme dans lesquels 0’ — 26 =0('‘). 





(1) Foyez, pour une formule analogue, une Note de M. Kronecker, Monatsbericht der 
Akademie zu Berlin, décembre 1881. 
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En changeant, dans la formule (21), a en a + 7K, on obtiendrait 
une nouvelle formule dont on pourrait développer le second membre 
d’après la formule (9); mais je laisse ce calcul de côté pour examiner 
ce que donne la relation (22) quand a tend vers zéro. Divisant Îles 
deux membres par a et faisant tendre a vers zéro, on obtient la for- 
mule . 

12 N 


où b, a pour valeur 





le cosinus devant être affecté du coefficient quand 0’ — 2d =o. 


9. Pour achever le tableau complet de ces formules, il reste à former 
les développements de ÿ,(x, a) et x„(z, a + 72K’). Nous arriverons aux 
formules cherchées en faisant une transformation importante dont deux 
cas particuliers ont déjà été signalés aux pages 17 et r9 et qui, dans les 
formules de M. Biehler, permet de passer du développement d'une 
fonction d’un groupe à celui des trois autres. Cette transformation 


nous a été suggérée par la méthode qu’emploie M. Hermite dans les 
L 





Collectanea mathematica, etc., pour tirer des développements de 


8(x) 
et —— les propriétés fondamentales de ces fonctions. 
H(z) 1 
. mix ali 
En multipliant les deux membres de la série (5) pare ** ,on 
obtient la formule 
aK UT(x—a)i n=+oO untai urir--ai x 
—e 25 Yu(2,a)= D e © ghin-te a6 col (a —a— nth’), 


qui peut étre écrite 


K pr — avi pantad 
** rte, a)= Ye K ghr'ebäi cotz 


(24) =e 


T 
en faisant 


T ary 
(25) a= g (2 —a— aniK’). 
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Pour transformer le terme général de cette série (24), nous distinguc- 
rons deux cas suivant que p est pair ou impair. 
Soit d’abord p pair. Alors on a identiquement 


ei cota = cota + i(ei + aelb—-22l 4 gel(b—Haly || 4 gett ti); 


en remplacant, dans (24), e cota par cette valeur, on obtient 


9 - Ptlr—ayi 
—_e 7A Yu (2 a) 


Lan ai LnTrai 


(24) be 
xj —— _— , , 
| = > e N qg#**cotz+i > e B ger’(ekti- zele-naiı. +2e+ı). 


La premiere serie qui figure dans le second membre est, d’après (5’), 
; . 2K . . . ., FR 
la fonction — Xu(2+1K’,a+K’); quant à la deuxième série, elle 


se partage en (& + 1) séries qui sont, en remettant pour & sa valeur 
(25): 





pana prix—a)i 
: — 2h 
Ye K gun etai = e gr” (a), 
Banta Prir—a)i ırri 





_ sa itr 
a > e guten DU — ge e gr(a), 
Lai prir—-ai 2VT ri 
K 2 _ — . K ET: 
2 ) e gen Wein 2e: 1 e ™ gW(a), 


BaTai prir—a)i pers 


Ye K qe — € X oe FE gW(a), 
, 2 





les fonctions gŸ étant celles que j’ai définies dans mon premier Mé- 
moire par les équations (4), page 138. D’après ces notations, la for- 
mule (24’) donne pour ce cas (u pair) 
Brunei 
Yn(z,a)ze KO yulzr-+iK,a-+iK) 


arr 


(26) : + TK EC +ae  gW(a)+... 


_2vrri __Hnré 
+2e K g(a)+...+e % gta) 
\ — 
. 2 
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formule qui ramène le développement de y,(x, a) à celui de 
/u(x +1K,a-+ ıK’) indiqué précédemment (n° 4). 

Passons maintenant au cas où wu est empair; dans ce cas, l’on trans- 
formera le terme général de la série (24) à l’aide de l'identité 


, J . . . 
5 x 


ce qui donne 


rtir—a)i 
2K x — 
—e 7p( 2, à) 
Antes 


28 = K pnt 1 
(28) Ye 7° Sina 


° untTtai 


+ ie h que [etti + aetm-2)xi L get -NaıL so + 2e*], 
La premiere serie qui figure dans le second membre definit une fonc- 
tion des variables x et a 


n— + UnTrai 
® k 





(29) Ou(X, @) = -7 e gent ———— -- —-..-----.; 
2K . T en 
n= -@ sin g(r—a—2niK) 
a .. [4 . + I! ’ e . 
quant a la deuxieme série, elle se partage en — series qui sont res- 
ur(r—-a)i 


pectivement égales au produit dee ** par les fonctions 


_?rri _2vrri (peters 
ga), ae 3% gPla), ..., 2e 7 gP(a),..., 2e À gi (a), 


La formule (28) donne donc, pour le cas de p. impair, 


‘ . enr i 

nt — ————— 
(30) _2Vrri _p-iRri - 
+2e 28 gl(a)+oe ıK fata) | 


formule qui ramène le développement de y,(x, a) à celui de w,(2, a). 
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Si, dans ces formules (26) et (30), on change a en a+ cK’ et si l'on 
se rappelle que 


Brat 
u(r + th',a+ath’)=e K yu(r + iK',a) 


on voit que, quand p. est pair, le développement de y,(z, a + 7K’) est 
ramené a celui de 7,(2 + 7K’, a) qui a été effectué dans le n° 5, et, 
quand p est impair, ce développement se ramène à celui de la fonction 


n=O UnKai 





vu (. KR) = — eo gaint) —"r 
(31) wu(r, a + th’) = EE > in——[r—a—(an KR 
n=- + 5 ah m | 


10. Il nous reste donc a developper en série, suivant les puissances 
de g, les deux fonctions (29) et (31), dont la premiere, pour le cas de 
u = 1, se trouve écrite avec d'autres notations au bas de la page 4 de 
l’article de M. Hermite dans les Collectanea mathematica, etc. 

Ecrivons la série (29) sous la forme 


2K I 
—- p(t, a) = 


sin = — FC — a) 





n-® para: HnHui 

K an wn 
+ que’ ET —__ — 
n=1 sin— (r—a— 2nik') sin = (r—a+ nik‘) 


2 


puis développons la quantité entre crochets suivant les puissances de g; 











gır - ai 
TE — I 
nous obtenons, sous les conditions! q? cle ® 7 
, Dares pater 
| Es „er 
| BE. Be GE BE 
sin = (2£— a— aniK') sin (ar —@+anik) 


(32) 


| =— ay av sin aunty) — ma 
v 
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où y prend toutes les valeurs impaires de 1 à + 2 . On aura donc 


n=® V=s 
TU 


2: 2R . 
(33) Mar, a) — | — À D D qphnt+ny sin | (ame +) — Ee |; 


sin =] (x — 4) n=1V=I 
d'où l’on conclut que, si l’on fait 


2 Spa 0 





on a, pour le coefficient CP’ (x, a), l'expression 


n 

—N sin|( + du) TT — 

Chr e)= À sin CE ou) aK (9'— Su) - x 
Li ° 


© 


8 


la somme >” étant étendue à tous les diviseurs conjugués d et 0 de N, 
pour lesquels d’ — du est un entier positif impair. 
Écrivons de même la série (31) sous la forme 


sis at 





aK ur 
—— V/qte À Wy (2, a + UK’) 
m= umrTrai fA Tice 
~ wm e 2 e ih | 
=) | nun + 0 
= iın— (ze —a—mik' sin — (x — a + mikK' 


meant. 


Le coefficient de g’ * ne diflere du terme (32) qu’en ce que n est 
remplacé par =; on aura donc immédiatement, d'après (33), 


prac 





| 2k Ve 7B wy(x, a+ UK’) 
T 
(38) Re Ra rx 
— ‘ i v)— —v— | 
| ln 
mzi V=1 


T(x—ari 


ai<le * 
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où met » prennent toutes les valeurs positives impaires. Si l'on ordonne 
le second membre suivant les puissances de g, les exposants de g sont 


\ CS 
de la forme —. où 
4 
i a3) N=2—2 (mod), 


x 


—_ 


et. sous cetle condition 35°, le coefficient de g°, dans la série du second 
membre de : 34°, sera 








Vv _ à — 3s za 2 —2 Tr 
Efira Ÿ sin — —: — — —) 
ù ont 2 2h 2 2h 

» 3 


la somme |” étant étendue à tous les systèmes de diviseurs conjugués 
- . . . N 

fet J de N dans lesquels 3 est impair et moindre que \ = 

Va se trouve ainsi en possession de méthodes et de formules gene 
rales permettant de trouver facilement et rapidement les développe- 
ments en serie des fonctions doublement périodiques de troisieme es- 
pece. et comprenant comme cas particuliers les formules. si precieuses 
pour FAnthmeétique. que N. Biehler a établies dans son interessant 
travail en suivant la voie ouverte par M. Hermite. 


SUR LES 


TRANSFORMATIONS RATIONNELLES 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES, 


Par M. E. GOURSAT, 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE. 





Dans un article inséré aux Mathematische Annalen (Band XXIV) et 
dans un Mémoire développé qui paraitra prochainement dans les Acta 
Societalis Fennicæ, je me suis proposé d’étudier les intégrales ration- 
nelles de l’équation du troisième ordre, due à M. Kummer, qui se pre- 
sente dans l’etude de la transformation des series hypergéométriques. 
Le probleme d’Algebre auquel on est conduit offre plus d’une analogie 
avec le probleme celebre de la transformation des integrales ellip- 
tiques, tel qu'il a été traité dans toute sa généralité par Jacobi au début 
des Fundamenta nova. Les deux questions ne sont, d’ailleurs, que des 
cas particuliers d'un probleme très général relatif aux transformations 
rationnelles des équations différentielles linéaires, et ce problème 
comprend aussi toutes les questions que l'on peut se proposer sur la 
réduction des intégrales ultra-elliptiques au moyen de substitutions 
rationnelles. C’est l’étude de ce probleme général qui fait l’objet du 
présent Mémoire. Je m’attache surtout à montrer comment la question 
dépend de la recherche des solutions en nombres entiers et positifs de 
certaines équations indéterminées. Une fois ces systèmes de solutions 
connus, la détermination effective des substitutions rationnelles exige 
l'emploi de calculs par la méthode des coefficients indéterminés, cal- 
culs qui peuvent être très compliqués, mais il ne semble pas qu’on 
puisse s’en affranchir d'une manière générale. Comme application, je 
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montre comment on peut toujours ramener à une question d’elimina- 
tion le probleme suivant : Une équation linéaire du second ordre étant 
DONNÉE, reconnaître si son intégrale generale est une fonction algebrique. 

Pour fixer les idées et abréger les raisonnements, j’ai constamment 
supposé que les équations linéaires étaient du second ordre, mais il 
est visible que la méthode reste la même, quel que soit l’ordre de ces 
équations. 


1. Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, je commen- 
cerai par établir un lemme dont nous aurons besoin par la suite. 

Soit x — 9(z) une fonction rationnelle quelconque d’une variable z, 
et désignons en général par P(¢ — a) une fonction rationnelle qui n’est 


. * . N ’ I 
ni nulle, ni infinie pour ¢=«, ¢— © devant être remplacé par = 


Soient a et a deux quantités finies; d'après la théorie des racines 
égales, on peut dire que t = a est racine d'ordre m de l'équation 
e(t)= a, si l'on a 
z— a=(t— a)" P(t—a). 
On dira de même que ¢ = a est racine d’ordre m de l’équation g(t) = 2 
ou que ¢=oo est racine d’ordre m de l’équation g(t) = a, si l’on a 
dans le premier cas 
I m 
z (ma) P(t— 2) 


ee) 


Enfin 2= x sera racine d’ordre m de l’equation 9(t) ==, si l'on a 


et dans le second cas 


Supposons que l’on fasse à la fois sur x et sur ¢ une substitution 
lineaire 
„_AXN+B | ATH! 
~ CX+D? 9 UT+D? 


si ¢, est racine multiple d’ordre m de l'équation 9(¢) = x,, en appelant 
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X, et T, les valeurs correspondantes de X et de T, T, sera dans tous 

A'T +B! 
Tres) = Xo: Par 
exemple, si (2) se reduit à un polynôme entier d’ordre m, t = 
devra être regardé comme une racine multiple d’ordre m de l’équa- 
tion o(t) =. 

Imaginons que l’on considère toutes les valeurs de x pour lesquelles 
l'équation 9(t) = a des racines multiples, finies ou infinies, et soit 
r l’ordre de multiplicité de l’une quelconque de ces racines. Si le degré 
de la fonction o{£) est égal à n, on a la formule absolument générale 


les cas racine multiple d’ordre m de l'équation ( 


(1) E(r—1)—=an—2, 


le signe X s'étendant à toutes les racines multiples, finies ou infinies, 
de l'équation p(!)= x, pour toutes les valeurs de x. D'après ce qui 
précède, on peut toujours supposer que l'équation &(£) = © admet la 
racine simple ¢= » et n — ı autres racines simples. Si ces conditions 
n'étaient pas remplies, on n'aurait qu'à considérer une valeur finie x, 
pour laquelle l'équation p(2) = x, ait n racines simples finies 7. ¢,, ..., 
t,_,, et à faire les substitutions linéaires 
I I 
LE do + y’ = bo+ 7 

qui ne changent ni le degré z, ni la somme Z(r — ı). On pourra donc 
toujours supposer la fonction rationnelle 9(¢) mise sous la forine 


zz=ell)= 7 
P et Q étant des polynémes sans facteurs communs, le premier de 
degré n, le second de degré n —1, et le second n’ayant que des fac- 
teurs simples. Grace aux substitutions précédentes, l'équation 9(¢) — « 
ne pourra avoir de racines multiples que pour des valeurs finies de « 
et ces racines multiples auront elles-mémes des valeurs finies. De 
l'équation précédente, on tire 


dx _P’Q--PV 


— ——j 


dt ()? 


et le numérateur est un polynôme de degré an — 2 n'ayant aucune 
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racine commune avec le dénominateur. Si ¢ = @ est une racine d’ordre 
r — 1 de l’equation P’Q — PQ’= o et a la valeur correspondante de x, 
on voit facilement que ¢ — a@ sera racine multiple d'ordre r de l’équa- 
tion p({) =a; et réciproquement, si ¢= z est racine multiple d'ordre r 
de l'équation P — aQ-— o, =a sera racine multiple d'ordre r — 1 de 
l'équation PQ’ — QP'— 0, comme cela résulte de l'identité 


P'Q—Q'P—=(P'—aQ')Q — Q'(P — aQ). 


On en déduit précisément la formule (1) qui est, par suite, absolument 
générale. 

On peut établir cette formule autrement. Considérons la fonction 
algébrique ¢ de x définie par l'équation o(t) — x, et la surface de 
Riemann correspondante, qui se composera de n feuillets, si o(t) est 
de degré n. Les points de ramification de cette surface correspondent 
aux valeurs de x pour lesquelles plusieurs valeurs de ¢ deviennent 
égales, c'est-à-dire aux valeurs telles que l'équation 9(¢) =a ait des 
racines multiples. Or, d’après la définition de l’ordre de multiplicité 
d'une racine, on reconnait immédiatement qu'à une racine multiple 
d'ordre r correspond toujours un point de ramification d'ordre r — 1. 
La formule générale, qui donne le genre d’une relation algébrique 


E(r—:1) 


5 —(n—1)=p, 


devient ici, puisque p = 0, 
E(r—1)=92n—, 


c'est-à-dire la formule (1). 


2. Soient 


dy dy _ 
(2) La tPA, td) =% 
d?s ds 
(3) da +P a t+Qs=0 


deux équations linéaires du second ordre, où p et g sont des fonctions 
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41 
de x, Pet Q des fonctions de ¢. On peut toujours, comme il est bien 
connu, passer de l’equation (2) à l'équation (3) en posant 


Z=e(t), 3=: wy, 


9 el w étant des fonctions convenablement choisies de 2; on n’aura, en 
effet, que deux conditions à remplir et l’on dispose de deux fonctions 


arbitraires @ et w. Ces functions seront déterminées par les équations 
simultanées 


ww 
(4) px —- — =2---+P, 


et ’elimination de w conduit à une équation du troisième ordre pour 
déterminer la fonction inconnue x = 9(t) 


zw 3/2"? 1, dp\ a In, dP 


Bo dx 
où l’on a posé, pour abréger, 


ya ® „—_ Cr wm 0% 
— dt’ ma FT 


L’equation de Kummer est un cas particulier de l'équation (6), que l’on 
obtient en supposant que les équations proposées (2) et (3) se réduisent 
a deux équations hypergéométriques. Dans ce qui va suivre, je suppo- 
serai que p et g sont des fonctions rationnelles de x, Pet Q des fonc- 
tions rationnelles de £, et, de plus, que les équations (2) et (3) ont 
toutes leurs intégrales régulières; je me propose de montrer comment 
on peut étendre a l’etude des intégrales rationnelles de l'équation (6) 
les considérations dont je me suis déja servi dans le cas particulier de 
l’equation de Kummer, et cela.sans autre difficulté nouvelle que la 
complication des calculs. 

Je remarque en premier lieu que, si l'équation (6) admet pour inte- 
grale une fonction rationnelle de ¢, l'équation (4) donnera pour la 


wy ee . . - , 
valeur correspondante de — une fonction rationnelle, et il est aisé de 
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vérifier que w sera de la forme 


i=k 
(7) CES (t— 1%; 


» 
_ 
= 


a 


l’integration de l’équation (3) sera donc ramenée à l'intégration de 
l’équation (2) ou inversement. . 


3. Un point ordinaire a d’une équation linéaire du second ordre, 
telle que l’équation (2), peut être caractérisé par la propriété sui- 
vante’: dans le domaine de ce point, l’équation admet deux intégrales 
particulières distinctes de la forme suivante : 


yızır (2 —-a)+2(2—a)’-+..., 
y=(z-a)+ß(z—-a)’-+.... 


Il résulte des expressions de p et de q au moyen des intégrales y,, yo. 
que ces coefficients sont holomorphes dans le voisinage du point a. 
Inversement, si p et g sont holomorphes pour æ = a, le théorème fon- 
damental de M. Fuchs nous apprend que le point a sera un point ordi- 
naire. Tout point non ordinaire est un point singulier; j’emploierai la 
classification suivante, qui est basée principalement sur la difference © 
des racines de l'équation déterminante fondamentale relative à ce 
point. 

1° Ô n’est pas un nombre entier, ou bien, à étant un nombre entier, 
l’intégrale générale contient un logarithme dans le domaine du point 
considéré; je réserverai aux valeurs de la variable de cette nature le 
nom de potnis véritablement singuliers ou, plus simplement, de points 
singuliers. J'appellerai a,, a,, ..., a, les points singuliers de cette 
espèce de l’équation (2), que je suppose en nombre p. 

2° d est un nombre entier supérieur à l’unité, sans que l'intégrale 
générale contienne de logarithme dans le voisinage de ce point. Je 
donnerai aux points de cette nature le nom de points à apparence sin- 
guliere, et je designerai par la lettre 5 un quelconque des points de 
cette espèce de l'équation (2). 

3° d'est égal à l'unité, sans que l'intégrale générale contienne de 
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logarithme dans le domaine du point correspondant. Je considérerai 
ces valeurs de la variable comme des points ordinaires. | 
Je désignerai de même par la lettre « un quelconque des points véri- 
tablement singuliers de l’équation (3), et par la lettre 6 un quelconque 
des points à apparence singulière de la même équation. 
Il est bien facile de saisir la raison de ces dénominations. En effet, 


. d d . 
les deux expressions 29 — 5 p? — LE 20 — 5 P?— Tr sont des inva- 


riants, relativement au changement de fonction inconnue, c’est-à-dire 
que ces expressions ne varient pas quand on multiplie toutes les inté- 
grales de la première équation par une même fonction de x, ou les 
intégrales de la seconde par une même fonction de 2; on pourra tou- 
jours choisir ce multiplicateur de façon à ramener les points singuliers 
de la seconde catégorie à des points singuliers apparents (au sens 
propre du mot), et ceux de la troisième catégorie à des points ordi- 
naires. Dans le probleme qui nous occupe, il n'y a donc aucun incon- 
vénient à employer ces dénominations, ni aucune ambiguité à craindre. 

Ces distinctions bien établies, le problème que je me propose d’étu- 
dier peut se formuler ainsi : 


Étant donnée une équation qui a p points singuliers (non apparents), 
trouver toutes les fonctions rationnelles o(t), telles qu’en faisant le chan- 
gement de variable x = 9(t) dans cette équation la nouvelle équation 
obtenue ait seulement q points singuliers (non apparents). 


4. J'étudierai pour cela les propriétés de l'équation différentielle 
que l’on déduit de l’équation proposée en faisant le changement de 
variable a2 = 9(¢), où (2) désigne une fonction rationnelle quelconque 
de 2. Il est clair d’abord que cette équation sera à coefficients ration- 
nels, et qu’elle aura toutes ses intégrales régulières. Soit & une valeur 
quelconque de z, a la valeur correspondante de x, et m l’ordre de mul- 
tiplicité de la racine 2=« de l'équation 9(¢) = a. Si la valeur «=a 
est un point singulier logarithmique pour l'équation proposée, il est 
évident que toutes les valeurs correspondantes « de 2 seront des points 
singuliers logarithmiques pour la nouvelle équation. Si a est un point 
ordinaire ou un point singulier non logarithmique, l'équation pro- 
posée admet, dans le domaine du point x = a, deux intégrales appar- 
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tenant à des exposants dont la difference est égale à une certaine 
quantité d, différente de zéro; la nouvelle équation admettra, dans le 
domaine du point ¢= a, deux intégrales appartenant a des exposants 
dont la différence sera od. On aura à distinguer plusieurs cas: 

1° Le point a est un point ordinaire : On a alors 


= NS 
Ô—=1, mo=m; 


le point & sera un point ordinaire si m= 1, et un point à apparence 
singulière si m > 1. 

2° Le point a est un point à apparence singulière : Dans ce cas, d sera 
un nombre entier supérieur à l’unite et, à plus forte raison, mo. Le 
point ¢ = « sera toujours un point à apparence singulière. 

3° Le point a est un point véritablement singulier, et $ est imaginaire 
ou incommensurable : Alors m0 sera lui-même imaginaire ou incom- 
mensurable, et le point ¢=« sera toujours un point véritablement 
singulier. 

4° Le point a est un point véritablement singulier, et à est commen- 

Does . . À . 
surable : Supposons-le réduit à sa plus simple expression, d = „sim 
. im . . 
n’est pas un multiple de x, — sera fractionnaire et la valeur ¢= x 
sera un point véritablement singulier. Mais, si m est égal à p ou à un 
. Am ; og 

multiple d p, | sera un nombre entier, et ¢= a sera un point a 


apparence sınguliere ou méme un point ordinaire; cette derniere cir- 
constance ne pouvant se présenter que si l’on a à la fois 


A=1, M—=Hk. 


En résumé, les points singuliers non apparents de la nouvelle équa- 
tion proviennent : 1° des valeurs de £ correspondant aux points singu- 
liers logarithmiques de la premiere équation; a° des valeurs de ¢ cor- 
respondant aux points singuliers pour lesquels à est imaginaire ou 
incommensurable; 3° des valeurs de ¢ correspondant aux points singu- 
liers pour lesquels d est commensurable, sans que l’ordre de multipli- 
cité de la racine soit un multiple du dénominateur de à, supposé réduit 
à sa plus simple expression. 
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Soient @,, 4, ..., & les g points singuliers non apparents de la nou- 
velle équation. Admettons, ce qu’on peut toujours faire, que l'on a 


Soit 3; la valeur de à relative au point critique x = a,, et soient p,, 
Has +++, &, p nombres entiers positifs supérieurs à l’unite, tels que u, 
soit égal au dénominateur de 0; réduit à sa plus simple expression 
lorsque d; est commensurable, et u, étant. pris arbitrairement si le 
point singulier a; est logarithmique ou si d; est imaginaire ou incom- 
mensurable. Désignons par Il; un produit de la forme 


k=gq 


À 
1, = IJ (£ — ax)", 


k=1 


où r{ est un nombre entier positif, qui peut être nul, et par P; un 
polynôme en ¢ de degré n,, ne contenant aucun des facteurs ¢ — z,, 
t-- 4, £— a. On devra avoir, en général, 


r= ,(P,)h ,_— T,(P,)P | , 
(8) | Por ~~ H, (Pp) 
Da a PK, ….) T—a MP sr, 
Nu Nz(P,)P PT n,(P,)Pr 


cela est évident pour les points a; pour lesquels à, est commensurable. 
Si a, est un point singulier logarithmique ou que 9; soit imaginaire 
ou incommensurable, il faudra, en outre, supposer que le degre n, du 
polynôme P; correspondant est égal à zero. Toutefois je conserverai la 
notation précédente qui présente plus d’uniformité; mais il sera tou- 
jours sous-entendu que n;= 0, si u, est pris arbitrairement. 
Les formules (8) subissent des modifications bien faciles à apercevoir 
lorsque l’une des quantités «,, a, ..., &, est supposée infinie, ou que 
— + est racine d'ordre p, de l'équation 9(¢) = a;. Afin de ne pas 
multiplier les distinctions, je supposerai qu'on a ramené, par une sub- 
stitution linéaire effectuée sur z, la valeur ¢ =o à correspondre à une 
valeur de x différente de a,, a, ..., a,; de sorte que les quantités «,, 
Las ..-, @, auront des valeurs finies et les polynömes P; seront bien de 
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degré m;. Il sera facile de passer de ce cas général aux autres cas parti- 
culiers. On voit, par conséquent, que, si une fonction p(£) répond à la 
question, elle jouit des propriétés suivantes : 


Les racines de l’équation 9(t) = a;(i=1,2,...,p), qui n'ont aucune 
des valeurs &,, «3, ..., %q» doivent être racines d'un ordre de multiplicité 
égal à u, ou à un multiple de x... 


Il faut de plus que, dans certains cas que nous avons spécifiés, toutes 
les racines aient l’une des valeurs @,, a, ..., &,. Inversement, il 
résulte de l’étude qui vient d’être faite que ces conditions nécessaires 
sont suffisantes. Si l’on veut, en outre, que l'équation (3) obtenue par 
le changement de variable x = 9(¢) ne présente pas de points à appa- 
rence singulière, il y aura un certain nombre de conditions à remplir : 
1° l’&quation proposée (2) ne devra pas avoir de points singuliers appa-+ 
rents; 2° toute équation 9(¢) — À, où A n’a aucune des valeurs a,, 
Gz, ..., @ ne devra avoir que des racines simples; 3° les racines de 
l’equation p(2) = a; devront toutes avoir une des valeurs &,, a, ..., &» 
si ce point est un point singulier logarithmique ou si @; n’est pas l’in- 
verse d’un nombre entier; 4° si d; est l'inverse d’un nombre entier p,, 
les racines de l’équation 9(¢) = a;, qui n’ont aucune des valeurs «,, 
GQ, +++, %q, devront être racines multiples d'ordre u;; 5° si a, est racine 
d'ordre A d'une équation (4) = a;, où 0; est une fraction ayant pour 
denominateur p; et un numérateur > 1, A ne devra pas être égal à p,; 
ni à un multiple de u;; sans quoi le point «, ne serait pas un point sin- 
gulier. | 


5. Revenant au cas général, je désigne par D le degré de la fraction 
kK=q 
rationnelle o(2), par N; la somme Sri et par V; le nombre des facteurs 
A=1 
linéaires distinets qui figurent dans Il;; comme chaque facteur ¢ — «, 
figure dans un des produits II, et dans un seul, on aura 


i=p 
V= q. 


i=i 


Entre les différents nombres qui viennent d'être définis on a d’abord 
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les relations évidentes 


(9) DEN + ny py Nyt ngug=... = Nit rip... Np+ nn, 


=p 
(10) N,2g. 


La formule (1) établie plus haut fournit une autre relation; dans 
Z(r— 1) les termes qui proviennent du facteur II, ont pour somme 
N,; — V;et la somme des termes analogues sera 


De même, le terme qui provient des racines de l’équation o(t) = a;, 
communes avec l'équation P;= 0, sera, en supposant toutes ces racines 
simples, n,(x;— ı) et aura une valeur plus grande si l’équation P;= o 
a des racines multiples, comme il est aisé de s’en assurer par un calcul 
facile. La somme des termes analogues sera donc au moins égale a 


Enfin, la somme 2(r — 1) pourra contenir d’autres termes provenant 
des racines multiples de l’équation o(#) = À, s'il en existe pour 
d’autres valeurs de A; de sorte que l’on aura, en général, d’après la 


formule (r), 
i=p i=p 
(11) YS nis —1) + YNi— 7+ 4= aD —a. 


i=! = 


A désigne un nombre entier positif qui sera nul si tous les polynömes P, 
n’ont que des facteurs simples, et si l'équation o(t) = A n'a que des 
racines simples, tant que A n’a pas l’une des valeurs @,, ay, ...,a,, et 
dans ce cas seulement. En particulier, on voit que A sera toujours nul, 
si l'équation (3) n’a pas de points à apparence singulière. 

L’equation (2) étant donnée, les équations (9), (10), (11) contiennent 
les indéterminées D, A, N,, N:,..., N, et certains des nombres n,, ceux 


48 E. GOURSAT. 


pour lesquels la valeur correspondante de 0; est commensurable. Les 
autres doivent être supposés nuls, comme on l’a expliqué plus haut. 

Pour traiter le cas particulier où l’on suppose que les équations (2) 
et (3) n’ont pas de points singuliers apparents, on devra faire A = 0, et 
supposer nuls tous les nombres 7; pour lesquels le nombre correspon- 
dant 9; n’est pas l’inverse d’un nombre entier. 

Toute fonction rationnelle répondant à la question fournit évidem- 
ment une solution des équations précédentes en nombres entiers et 
. positifs. Inversement supposons que l’on connaisse une solution de ces 
équations en nombres entiers et positifs; connaissant les nombres N,, 
on pourra déterminer les nombres 7‘ par les relations 


A=q 
(12) | Ni— ri, 


k=1 


et, d’après l'équation (10), on pourra déterminer ces nombres 7; de 
facon que chaque facteur ¢ — a, figure dans un produit IT; et dans un 
seul, et cela d’un nombre limité de manières. Les nombres n; et r' étant 
ainsi déterminés, supposons que l'on veuille calculer la fonction 9(¢) 
par la méthode des coefficients indéterminés. Les équations (8) four- 
nissent p — 2 identités de degré D en ¢ et par suite (p— 2)(D+ 1) 
équations de condition; or, dans ces identités, on dispose des g arbi- 
traires &,, &:, ..., & et des coefficients des polynömes P;. Comme on 
peut toujours supposer un de ces coefficients égal à l'unité, le nombre 
total des paramètres arbitraires sera 


i=p 


=i 


Or l'équation (11) peut s’ecrire, en tenant compte des relations (g). 


ı=p 
pD D +3 —2D—2 


=! 


op 


13, Ÿmrp-g—i=(p—2)(D+n+a+8, 


a | 
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et cette nouvelle forinule exprime précisément que le nombre des coef- 
ficients indéterminés surpasse le nombre des équations de condition 
de A+ 3 unités. On en déduira donc, en général, une fonction ration- 
nelle répondant à la question et renfermant A + 3 paramètres arbi- 
traires. | 

Je considérerai toutes ces fonctions rationnelles comme appartenant 
à un même Zype. Comme à tout système de solutions des équations (9), 
(10), (11) correspond un nombre limité de solutions pour les équa- 
tions (12), on arrive aux conclusions suivantes : 


A tout sysieme de solutions des équations (9), (10), (11) correspondent 
en general une infinité de fonctions rationnelles répondant a la question, 
qui appartiennent a un nombre limite de types distincts. 


Chacun de ces types contient le méme nombre (A + 3) de paramètres 
arbitraires. 


Pour achever de déterminer le problème, on pourra se proposer de 
disposer de ces À + 3 paramètres, de façon que A + 3 des quantités o,, 
Qs, -.., & aient des valeurs données à l'avance si A + 3 <q. 

Pour passer du cas général au cas particulier de l'équation de 
Kummer, il faudra faire p = q = 3, A = 0; on retrouve ainsi un sys- 
teme d'équations équivalent à celui que j'avais obtenu directement 
(voir Mathematische Annalen, t. XXIV, p. 450). Chaque solution con- 
tiendra trois paramètres arbitraires dont on pourra disposer de façon 
que les points &,, &,, @, coincident avec les trois points 0, 1, 00, et le 
probleme devient alors complètement déterminé, comme je l’ai déjà 
établi dans le travail cité tout à l'heure. 


6. On voit par là le rôle important que jouent, dans le problème 
dont je m'occupe, les équations (9), (10), (11); dans toute application 
de ce problème, on devra commencer par rechercher les solutions de 
ces équations en nombres entiers et positifs. On peut déduire de ces 
relations d’autres formules susceptibles d’interprétatious intéressantes. 
Ainsi des équations (9) on tire 


' t=p i=p ° 
D — 2 Yard) 


i=1 i=i 
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mensurable et, réduite à sa plus simple expression, aura pour déno- 
minateur 2. Telle est l’&quation de Lamé et l'équation plus générale 
de M. Darboux (Comptes rendus, juin 1882); l'intégrale generale de 
ces deux équations s’exprime, comme on sait, au moyen des fonctions 8 
de Jacobi. Il en serait encore de même si l’on ajoutait aux quatre points 
singuliers non apparents un nombre quelconque de points à apparence 
singulière. Il suffit, pour le voir, de se reporter à un petit travail que 
j'ai publié dans le Bulletin de la Société mathématique (t. XII, p. 97). 
Nous avons en même temps le résultat suivant : 


Les seules transformations rationnelles, telles que les équations (2) et (3) 
aient le même nombre de points singuliers non apparents, sont les trans- 
formations de Jacobi et les transformations qui résultent des intégrales 
rationnelles de l'équation de Kummer. 


On voit, en outre, qu’on ne pourra avoir g < p que sip = 3, et l’on 
retrouve précisément les quatre types d'équations hypergéométriques 
qui s’intègrent algébriquement. 

Je laisse de côté le cas singulier de p = 2. 


7. L'équation (2) étant donnée, ainsi que le nombre entier q, il est 
très important de rechercher si les équations (9), (10) et (11) admet- 
tent un nombre limité ou une infinité de solutions. Des équations (9), 
je tire 
Np— Nit App (i=1,2,. 

Be 
D=N,+ nu; 


nı = 


-.»p—1), 


l’equation (11) peut alors s écrire 


izp—1 Ce 
=1 


i . . 
np(Up—1)+ (1 )(Np—Ni+ RpPp) + D Ni—G+A=2Npt+ 2anppp—2 


i=1 i 
ou bien 
i=p—i é=p—1 —- i=p 
(15 Ÿ Min 2 yy lin P—2 y- +A=gq—2 
19 — — 3 — — — 2 — — = 4 — 2. 
) À p\ P Li pp ar 


q=1 t= 


Plusieurs cas sont à distinguer suivant le signe du coefficient de n,p,- 
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f=p 

Troisième cas. — Supposons, ce qui est le cas général, p — 2 >) a, 

i=1 

Tous les termes du premier membre de l’&quation (15) seront positifs, 
et, comme le second membre a une valeur determinee, il en résulte 
que tous les nombres N,, N,,..., N,, n, devront être inférieurs à une 
limite déterminée. Comme il existe p — 1 équations analogues où l’on 
aurait remplacé successivement l'indice p par p— 1, p— 2,..., 1, on 
verrait de même que les nombres n,, nz, ..., mp, doivent tous rester 
inférieurs à certaines limites, et, par suite, les équations (9), (10), (11) 
admettent un nombre limité de systemes de solutions en nombres en- 
tiers et positifs. Il suit de la que toutes les substitutions rationnelles per- 
mettent de passer de l'équation proposée à une équation ayant un nombre 
déterminé q de points singuliers non apparents appartiennent à un 
nombre limité de types différents. 

On peut aller plus loin et regarder dans les équations (9), (ro), (11) 
tous les nombres N,, n,, u;, D, A comme indéterminés, p et g seule- 
ment étant donnés. Si on laisse systématiquement de côté les cas qui 

i=p 
pourraient se présenter oü la somme D 5 pourrait étre égale ou supé- 


i=i 
i=p 


rieure à p — 2, le coeflicientp— 2 D} restera supérieur à une li- 
izi 

mite déterminée; par exemple, si p>4, ce coefficient sera supérieur 
à £ — 2; si p = 4, il sera supérieur à 5; si p = 3, il sera supérieur à „. 
Donc, d’après l'équation (15), tous les nombres N,, N,,...,N,,A,n,u, 
devront rester inférieurs à une certaine limite, et l’on démontrerait qu'il 
en est de même des produits n,u,,...,n,_,u,_,. Par suite, les nombres 
n; et p; auront eux-mêmes une limite; il y aurait exception pour le 
nombre entier u;, si l’on supposait n; = 0; mais on sait que, dans ce 
cas, le nombre u; ne figure pas dans les équations. 

Il y aura donc un nombre fini de solutions pour les équations (9), 
(10), (11), et l’on arrive à cette conclusion que, abstraction faite des 
huit cas particuliers énumérés plus haut, toutes les substitutions ration- 
nelles conduisant d'une équation qui a p points singuliers non apparents à 
une équalion qui en a gq appartiennent à un nombre limite de types distincts. 
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Cette conclusion est tout à fait analogue, comme on le voit, à celle 
que j'avais obtenue pour l'équation de Kummer, mais beaucoup plus 
générale. 


8. Les principes précédents conduisent sans peine à la solution de 
ce problème : Les équations (2) et (3) étant données, reconnaître si elles 
peuvent se déduire l’une de l’autre par une substitution rationnelle. 

Les explications données plus haut nous dispensent d'entrer dans 
un grand nombre de details. On reconnaît d'abord qu’un certain 
nombre de conditions préalables doivent être remplies : l'équation (3) 
doit avoir au moins autant de points singuliers logarithmiques et de 
points à apparence singulière que l'équation (2); la difference 0, rela- 
tive à un point critique a, doit être multiple d’une des différences 2; 
relative à un point critique a;. .... Ces conditions étant supposées 
remplies, les nombre N,, N;,.. , N, auront un nombre limité de sys- 
tèmes de valeurs positives. Quant à A, on obtiendra comme il suit la 
valeur de ce nombre ou du moins une limite supérieure. St Péqua- 
tion (3) n’a pas de points à apparence singulière, l'équation (2) ne 
pourra pas non plus en avoir, et l’on aura 


Ai—o, 


comme on l'a vu plus haut. Si les deux équations ont des points à 
apparence singuliere, nous désignerons par A, et A, les différences des 
exposants de discontinuité des intégrales de la premiere et de la 
seconde équation dans le domaine d’un de ces points, par A,, et A, le 
nombre des points à apparence singulière des deux équations. Dans le 
cas où A, = 0, On trouve aisément 


mais, si À, n'est pas nul, on a les deux inégalités 


qui fournissent à la fois des limites pour D et A, et il est aisé, dans 
chaque cas particulier, d'obtenir des limites beaucoup moins élevées 
par d’autres considérations. Quoi qu'il en soit, une fois qu’on aura 
choisi un systeme de valeurs admissibles pour les nombres N, et A, 
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l'équation (15) et les équations analogues donneront les valeurs des 
nombres n;, pourvu que l’on n’ait pas 

| ip 
1 — 2 
Be PTE 
i=i 


Écartons d’abord cette hypothèse; les valeurs que l’on trouve pour 
les nombres n, devront être entières et positives, ou nulles dans cer- 
tains cas. 

On aura donc tous les éléments nécessaires pour effectuer le calcul, 
et l’on voit que la question se ramène dans tous les cas à un nombre 
limité d'essais. 

Les calculs pourront sans doute être très compliqués, mais il me 
suffit pour le moment d’avoir montré que le problème est susceptible 
d'une solution complète. J’étudie plus spécialement ci-dessous le cas 


i=p 

8 I bad 9? ® Loe) Le ° 
où p — 2 D < 0, qui présente un intérêt particulier. 

i 
i=1 

Il en est tout autrement dans les quatre cas où l’on a 
| i=p 

P—2— 


ê=i 


l'équation (15) ne nous donne plus les valeurs de 7;, et il peut y avoir 
une infinité de solutions des équations (9), (10), (11). Il est aisé de se 
rendre compte de cette circonstance par un exemple; si l’on cherche 
toutes les fonctions rationnelles 2 = 9(¢) vérifiant une équation de la 


forme 
dx g dt 


VOI— xt) (1 — Az?) = VG— À) a — Kt) 


on sait que, pour un degré donné z de (4), il devra y avoir une relation 
algébrique entre A? et k’?. Si A? et A’? sont donnés, on pourra vérifier si 
cette relation est vérifiée ou non pour nr = 2, 3, 5, ...; mais, aussi loin 
qu’on aille dans la série des essais, on ne pourra jamais aflirmer que 
la transformation n’est pas possible par cette seule considération des 
équations modulaires. 

Le problème qui nous oceupe dans ces quatre cas particuliers est 
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ie à la reduction des intégrales abeliennes. et je me propose d'v 
revenir Jans un autre travail. 


IT. 


4. Pour donner un exemple de discussion du système des equa- 
"ions Q, 10. 11, je me propose d’etulier ici le cas de p= 3. 
7=}. qui peut être regardé comme le plus simple apres celui de 
==). 

J'observe d’abord que. dans le cas particulier en question. les equa- 
Uouns 9. 10 et Tr sont equivalentes aux suivantes : 


in DEN - a, 4, = Ne A, = NS Arty, 
17 N—N.—N._ ts 
Is My hy — — Ne mi — N, — N= 20g — 4 — 2A: 


. =) 
equation 13 s'obtient en remplaçant. dans l’equation 11 ,D —V à, 
mb 
= 1 
par la valeur 2 — À tirée de la formule 13 . La discussion comprend 
plusieurs cas. 
Premier cas. — Suitn,=n.— 2, = 5. La seule solution est 
N=N.=N.— », D=», ato. 
La substitution correspondante sera du second degre, et l’on peut 
prendre comme type de cette substitution x = #: si les points Angu- 
liers de la premiere équation sont, comme nous le supposons toujours. 


0. 1. =. ceux de la seconde équation seront 0, 1. — 1. ©: Uy. Ur, By 
sont arbitraires. 


Deuxteme cas. — Spient n,—=n,=0, a,=v. Les equations de- 
viennent 


D=N,— a4 = N= Na N—N—N, ls BN Pay —=4— 2A: 
elles admettent les svstemes de solutions suivants : 


“hy. “Ay: 7, - ‘ty: LE N,. N. x 


4 
2 ! ‘ I 0 u ı 

2 

» 

> 

>» 


‘ 
L 4 


~ 

= 

w 

-~ 

= 

= 
ta oo We 
le ke du: we 


[2 
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On peut prendre comme types de substitutions correspondantes les 
substitutions ci-dessous : 


t(3t— 3% 





"9 "= Goya 
(22) | = an D) 
° = 


Troisième cas. — Soient n, == 0, n,n,<0o. Les équations deviennent 


D=N+rm=N:+ nm Ns, 
(li — 2) + Rats —2) + N + N=4—21, 
N+N+N;24. 


Les substitutions correspondantes peuvent se déduire des intégrales 
rationnelles de l’équation de Kummer. En effet, toute fonction ration- 
nelle provenant d’un système de solutions du système précédent don- 
nera lieu à une identité de la forme 


1, Pt! — u, PY = 1, 
où II, est de la forme 
(£— 2) (£— as) (¢— as) (e— a)": 
Prenons, par exemple, 
Ty = (¢ — ay) (£ — a) (2 — a) (6 — a); 

supposons m, supérieur à l’unité. Par une substitution linéaire conve- 
nable, on pourra remplacer «,, «,, «, par les valeurs o, 1, © et l’on 
aura précisément une de ces identités d’où se deduisent les intégrales 
rationnelles de l’&quation de Kummer. La réciproque est aisée à dé- 


montrer. 
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Quatrième cas. — Soit n,n,n,,<0.On a encore plusieurs hypothèses 


I I 
à examiner, suivant le signe de 1 — — — — — —. 
Hi [42 {2.3 
Dans les quatre cas où la somme a + — m + — est supérieure à 
2 3 


l’unité, les équations (16), (17), (18) admettent une infinité de sys- 
temes de solutions; il n’y a aucune limite, ni pour les nombres 7; ni 
pour les nombres N;. 


e a I I I o LS 9 e ’ e 
Dans les trois cas où la somme natn est égale a l’unite, il y 
1 2 3 


a encore une infinité de solutions, toutes comprises dans les suivantes, 
où A désigne un nombre entier positif arbitraire : 


à = O0. 
nae ne 
u. th ths. N. Na. n;. N, N. N;- D. 
3 3 3 h h h 2 2 2 34 + 
» » » h h+2 h+2 6 0 o 3h + 6 
2 ; i rh + h +2 h 0 0 8 14 +8 
» » » ah + 3 h+ı h 0 2 6 44 +6 
» » » 2h +2 h h 0 4 { 44 + 
» ” » 24 +9 h +1 h I 1 > 14 +5 
p » » ah-+ı h h I 3 3 jh +3 
y » » 2h +1 h +1 h 2 0 N 44 + à 
» n » ah h h 2 2 2 14 +2 
» » » 2h—2 h h 1 o 0 ih 
2 3 6 34 + 6 rh + | h 0 0 12 Gh +12 
» » » 3h + à 2h 4-3 h O 1 10 GA +10 
» » » 3h + 4 24 +.2 h 0 2 8 6h +8 
» » » 3h+3 oh-+ı h 0 3 6 GA + 6 
» » » 3h +a 2h h 0 1 1 Gh+ ; 
» ” » 3h +1 2h —1 h 0 5 à GA + 2 
» » » 3h 2h — 2 h 0 6 0 Oh 
» » » 3h+4 ah + 3 h I O 9 GA + 9 
» » » 3h +3 2h + 2 h I I 7 bA+7 
» » » 34 +2 ah +1 h I 2 5 6h +5 
» » » 3h+t oN h 1 3 3 6h + 3 
» » » 3h 2h—1 h I 4 t Gh+1 
u » n 3h+2 oh+2 h 2 Oo 6 64 + 6 
» » » 34 +1 2h +1 h 2 I 4 Gh + 4 
» D » 3h ah h 2 2 2 6h + 2 
» y» D) 3h —1 ah — Î h 2 3 O Gh 
» » » 34 2h +1 h 3 o 3 6h + 3 
» » » 3/4 — 1 ah h 3 I I GA +1 
i ) » 3h — 2 2h h 4 0 0 6h 
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A = 1. 
mm mm cn EU 
hye >. LL, Hy. Ny. ay. N. N... N,. D. 
2 3 6 3h +3 2h + h o 0 6 6h + 6 
0 » » 34 + 2h +1 h 0 1 4 GA + 
» » » 3h +1 ah h 0 2 2 64-2 
» » » 3h 4-1 ah+ı h if O0 5 6h -+ 3 


A chacune de ces solutions correspond une infinité de différentielles 


de la forme 
dt 


Ca) (E— ag) (= 25) (0 — a) 


qui se ramènent par un changement de variable à des différentielles 
elliptiques. 

Si l'on suppose mr + m + = <1, on n’a qu'un nombre limité de 
solutions, où aucun des nombres u,, fa, X, ne peut dépasser 14. Le 
nombre A ne peut être supérieur à l'unité; il ne pourra donc prendre 
que les deux valeurs A=o et A — 1. Je citerai comme exemples les 
solutions suivantes : 


U,. LL. be n,. Ny: N, N,- N. N. D. A. 
2 3 14 9 6 i o 0 4 18 0 
2 3 13 9 6 1 0 Oo 5 18 0 
> 3 13 8 5 0 N 3 16 0 
2 3 12 9 6 I 0 O 6 18 0 
2 3 12 8 5 I 0 I 4 16 o 

HI. 


10. Une application importante des précédentes recherches est rela- 
tive & l’etude des integrales algébriques des équations linéaires du 
second ordre. On sait, en effet, d’après un beau résultat dû à M. Klein 
(Societé de Physique d’ Erlangen, juin 1876), que l’équation 





Er dy 
(24) 4+ PZ. Qgr=o, 


ou P et Q sont des fonctions rationnelles de ¢, aura son intégrale 
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algebrique si les deux conditions suivantes, qui sont d’ailleurs néces- 
saires, sont remplies : 1° e/Pé est une fonction algébrique de z; 


2° |’équation du troisième ordre 


A ZT IN Gt) + (+ wt —I)rt+i—M „_,n_Ip:_ dP 
(29) a-3(=) + ax*( x2 —1)? r= 2Q 2 dt” 


où À, a, v ont l’un des systèmes de valeurs ci-dessous : 


> 
+ 


RO? Nm HP Noe 
| CS ee Gee ND — 

e 
cie gee ie ee ON 


admet pour intégrale une fonction rationnelle de z. 

Laissant de côté la première condition que nous supposons remplie, 
proposons-nous de voir comment on pourra reconnaitre si la seconde 
l’est également. Le problème qu'il s’agit de résoudre est évidemment 
un cas particulier du problème général dont il a été question plus 
haut, et l’on obtient ce cas particulier en supposant que l'équation (2) 
est une des quatre équations hypergéométriques dont l'intégrale géné- 
rale est algébrique et pour lesquelles À, s., v ont un des systèmes de 
valeurs ci-dessus. | 

Pour fixer les idées, je suppose que l’on prenne 


— — — je 
A= Bi YSH 


l’equation (24) ne devra pas avoir de point singulier logarithmique, et 
la différence des exposants de discontinuité relative à un point critique 
non apparent sera un nombre commensurable qui, réduit à sa plus 
simple expression, aura pour dénominateur l’un des nombres 2, 3, 5. 
Supposons qu'il existe une fonction rationnelle 9(¢) répondant à la 
question. Soit ¢ = « un point singulier non apparent de l’équation (24) 
et-ö la différence des racines de l’équation déterminante fondamentale 


. « e Q : m 
relative à ce point. Si à est de la forme —, on en conclura que ¢ = a 
e ? e a e m 
est racine d’ordre m de |’équation.p(z) = 0; de même, si l’on a d = = 


m . 9 ? 
ou d= => on en conclura que ¢ = a est racine d’ordre m de l'équa- 
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lion 9(¢)=1 ou de l’équation 9(t) =o. C’est ce qui résulte bien 
clairement du n° 4. On partagera, d’apres cela, les points singuliers 
non apparents de l’équation (24) en trois groupes, suivant que le déno- 
minateur de 6 est l’un des nombres 2, 3, 5. Je désignerai par &,, &,, ..., 


a, les points singuliers du premier groupe, et ar À! k, An les 
h P 8 P groupe, Par Z> Z’ * 


valeurs correspondantes de d'; par ß,, B,, ..., 8; les points du second 


groupe, et par B 2, Zur n les valeurs correspondantes de d; enfin 
Yi 
Par Vis Yar «++» Ya les points du troisième groupe et par 3 2 5 


les valeurs correspondantes de 0. Je suppose que tous ces points sin- 
guliers sont à distance finie; ce qu’on peut toujours réaliser par un 
changement linéaire de variable. Posons 


D=(t—a)h (¢ — ays... (¢ — a), 
TT, = (é — Bi) Ce — BaP... (2 — Bs), 
Hy = (ty) (Ey)... (Eve), 
N, Ay + +... t+ Aa, 
Ne Bit Pet. + Bis 
N,=% + Vo +...+ Ve. 


S’il existe une fonction rationnelle x = ol ) vérifiant l’équation (25), 
on aura les deux expressions 
nl, P? __ 1,Q?. 


=, x-—-1= —— 
7 = 7 R®’ 1, R®’ 


ce qui donnera lieu à l'identité 


(26) 1, P?— 1,0°?=1,R®, 


P, Q, R etant trois fonctions entieres de degres inconnus pour le 
moment. 

Soient n,, n,, n, ces degrés; les équations générales (9) et (tı) 
deviennent ici 
(27) D—N,+27,—N,+ 3n,=N 3+ 9”, 


(28) ni t2an,+4n,+N,+N,+N,—(A+1+ 4) +4=—2D—2, 


62 E. GOURSAT. 


et ces équations résolues nous donnent pour 7,, 72, 7; les valeurs sui- 
vantes : 


e 








ML rt 4 Ha (A+i+A)—a, 
| 15 I 3 5 
(29) — ++ + SMe +a=(h+i+ 0, 
| mL +3 + Meas (htith) aa. 
) 2 


Ces formules ne contiennent d’indetermine que le nombre A. Bor- 
nons-nous d’abord au cas le plus simple, celui où l’équation (24) n'a 
pas de points singuliers apparents. On aura alors forcément, d’après 
ce qu’on a vu, À — o, et les équations (29) nous donnent sans aucune 
ambiguïté les valeurs de n,. n,, n,. Si les valeurs ainsi obtenues ne 
sont pas toutes des nombres entiers positifs, il est inutile de continuer 
le calcul, et l’on pourra affirmer que l’équation (25) n’admet pas d'in- 
tégrale rationnelle. Si l’on trouve ainsi pour 7,, n,, n, des nombres 
entiers positifs (pouvant être nuls), on aura tous les éléments néces- 
saires au calcul de l'identité (26). Le nombre d’équations de condi- 
tion fournies par cette identité est egal à D-++ et l’on dispose de 
N,+ ng +n,— 2 coefficients indéterminés. Or des équations (27) et 
(a8) on déduit sans peine, en supposant A= 0, 


nt +n,+2=D+h— (h+ri+-k); 


le nombre des coefficients indetermines est donc inferieur au nombre 
des équations de condition et la différence est A + «+ & — 3, nombre 
positif, sauf dans le cas où l’équation (24) elle-même serait une équa- 
tion hypergéométrique. Dans ce cas, qui a été traité si complètement 
par M. Schwarz (Journal de Borchardt, t. 75), on connaît, d’après le 
Tableau donné par ce géomètre, les valeurs admissibles pour N,, No, N, 
et la méthode précédente fournit un procédé de calcul régulier pour 
trouver l'intégrale elle-même. Si À + ¢ + & est supérieur à trois, l’iden- 
tité (26) ne pourra avoir lieu que si les quantités a,, ..., «;, By, ---» Bis 
Yi ++ » Ys Salisfont à certaines conditions. La determination de ces 
équations de condition est un probleme d’elimination, qui n’offre que 
des difficultés algébriques. Si ces équations de condition ne sont pas 


TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 63 


remplies, l’equation (25) n’admettra pas d’intégrale rationnelle. Si 
elles sont remplics, on en déduira une identité de la forme (26) et une 
fonction rationnelle 9(2) qui est la seule pouvant répondre à la ques- 
‘tion. Il restera à vérifier si elle satisfait ou non à l’équation (25). 


Il. Si l'équation (24) a des points singuliers apparents, A ne pourra 
être nul, mais il est aisé d’avoir la valeur de ce nombre. Soient 5 un point 
singulier apparent de cette équation (24) et A’ la différence des expo- 
sants auxquels appartiennent les intégrales dans le domaine de ce 
point; = pourra être racine d’ordre A’ d’une équation telle que 
p(t) = a, où a est different de o, 1, ©, ou bien racine de l’une des 
équations 9(¢) = 0, ol!) = 1, 9(¢) = © au degré de multiplicité 24’, 
3A’, 5A’ respectivement. 

Si l’on se reporte a la signification de A, on voit que le terme qui 
provient de la racine multiple ¢ = b sera dans tous les cas A’ — 1. 

En faisant la somme de tous les termes analogues et en désignant 
par A le nombre des points singuliers apparents de l’equation (24), on 


trouve 
A—Yas'— A, 


On peut, par conséquent, partager les points singuliers apparents 
de l’equation (24) en plusicurs groupes, suivant que l’on suppose que 
la valeur correspondante de x est différente de o, 1, 0 ou a l’une de_ 
ces valeurs. 

Ce partage peut être effectué de plusieurs manières, mais le nombre 
des hypothèses possibles est évidemment limité. Adoptons une de ces 
hypothèses en particulier; la valeur de A est connue, et les équa- 
tions (29) fourniront les valeurs des nombres entiers n,, n,, ns. On 
sera encore ramené au calcul d'une identité telle que (26); mais aux 
équations de condition provenant de cette identité il faudra ajouter 
d'autres conditions qui expriment que les polynômes P, Q, R con- 
tiennent certains facteurs linéaires ou bien que l'équation 9’(¢) =o 
admet, outre les racines des trois équations I,P=o, I,Q = 0, 
11,R = 0, certaines racines à des degrés de multiplicité déterminés. 
On reconnait facilement que le nombre des équations de condition est 
supérieur à celui des inconnues, si À +2 + # est supérieur à trois. Le 
reste du calcul s’achevera comme plus haut. 


64 E. GOURSAT. 


12. Les details dans lesquels nous sommes entrés pour le cas de 
\=4,p=4,v=% nous dispensent d’insister beaucoup sur les deux 
autres cas de A=i, p=i, v=3+ ou v=j. Il y a, cependant, une 
complication spéciale relative à ces deux cas que l’on saisira faci- 


lement. Ainsi, dans le second cas, si la différence d relative à un 
U} e U} nn e 
point singulier non apparent « est de la forme —, on pourra faire 


les deux hypothèses suivantes : ¢ = « est racine d’ordre m de l’equa- 
tion o(¢)=0, ou bien t= « est racine d'ordre 2m de |’équa- 
tion 9(¢) = 2. De même, dans le premier cas, si la difference 6, rela- 
tive à un point singulier non apparent a, est de la forme ae on pourra 
supposer indifféremment que ¢ =a est racine d’ordre m de l’équa- 
tion o(¢)= ı ou de l’équation 9(t) = ©. Une difficulté analogue se 
présente pour les points singuliers apparents; mais le nombre des 
combinaisons possibles est toujours limité, et il suffira d’essayer suc- 
cessivement chacune de ces combinaisons comme il a été expliqué tout 
a l'heure. 

On pourrait étudier de la même manière l'équation (25) en suppo- 


I . 0. . ° ° ° 
sant ) = p= 3, v = —- Mais il est à remarquer qu’aussi loin que l’on 


pousse les essais, en prenant successivement pour n les nombres 
entiers 2, 3, 4, 9, ..., On ne pourra jamais affirmer sans d’autres con- 
sidérations que l’integrale générale de l’équation (24) n’est pas algé- 
brique. Il parait donc preferable d’employer la méthode suivante. 


L’equation hypergéométrique que l’on obtient en prenantA =4, un =4, 


y= - est la suivante 
dy dy Y 
( 0) T(x 1) 3 +(x 1) 37 4 ni — 0; 


elle admet les deux intégrales particulières distinctes 


dont le produit est égal à l’unité. Par conséquent, si dans l’équa- 
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tion (30) on fait le changement de variable a = 9(¢), et qu'on mul- 
tiplie toutes les intégrales de la nouvelle équation par un facteur de 
la forme (7), le produit des intégrales correspondant à y, et à y, aura 
une différentielle logarithmique rationnelle. Donc, si l'équation (25) 
admet une intégrale rationnelle pour une valeur convenable dev, en 
supposant À = x — 5, l'équation linéaire du troisième ordre, qui est 
vérifiée par le produit de deux intégrales quelconques de (24), admettra 
une intégrale particulière de la forme (7). Comme il est facile de déter- 
miner a priori des valeurs limites pour les exposants qui y figurent, 
ainsi que pour leur somme, on voit qu’on pourra toujours reconnaître 
s'il en est ainsi par un nombre fini d'essais. S'il arrive que l’on trouve 
pour une intégrale particulière une expression de la forme W, on com- 
mencera par multiplier toutes les intégrales de l'équation (24) par un 
facteur de même nature, de façon que le produit de deux intégrales 
particulières de la nouvelle équation soit un polynôme entier entre 4, 
R(:). Cela fait, l'intégration de la nouvelle équation se ramènera à des 
quadratures (voir Hermite, Annali di Matematica, t. IX, 2° serie). 
Soit 


d?s ds > 
de Pa 7—° 


l’equalion dont il s’agit, telle que le produit de deux intégrales parti- 


culières distinctes z,, 5, soit un polynôme R(2). Admettons que l’équa- 
tion a une intégrale holomorphe dans le domaine de chaque point 


critique; on aura 
_\_A: 
| p= X — a; 


et il est aisé de démontrer que e~?“ sera de la forme 





e-fpdt — FC) ’ 
vs) 


F et fétant des fonctions rationnelles de 2. Cela posé, des équations 


5,5,—RK(¢), 
„da __ ppg — CF 
#1 dt 37, = Ce P vi 


Ann, de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome Il. — Février 1885. 9 
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on tire 
CFit) 


= Ref an” 


C F(t) 


—— § 


ao Ace Sau m 


et la question se ramène à rechercher si l’intégrale 


fo dt 
R(t) ft) 


est égale au logarithme d’une fonction algébrique. Cette question a 
donné lieu a un grand nombre de recherches, en particulier a des 
recherches d’Abel et de M. Tchebycheff. Je renverrai à leurs Mémoires 


pour ce qui concerne cette dernière question. 


APPLICATION DU THEOREME DE M. MITTAG-LEFFLER 


FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 
DE TROISIEME ESPECE, 


Par M. P. APPELL, 


MAITRE DE CONFERENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 





Les applications du théorème de M. Mittag-Lefller à des fonctions 
connues sont encore peu nombreuses. Dans celles que M. Weierstrass 
a indiquées pour les fonctions elliptiques, par exemple dans,la for- 
mule 





H’(.r) _ i tt _ © 
W(x) =) x+amK +2nik’ 2amK-+oniK (amK + 2niK’)? |’ 


le polynöme retranché de la partie principale est du premier degre. 
M. Hermite, dans une Lettre a M. Mittag-Lefller insérée au Tome 92, 
page 145 du Journal de Crelle, a donné des exemples, obtenus par des 
combinaisons de fonctions eulériennes, dans lesquels il faut retran- 
cher des fractions simples un polynöme de degré limité mais quel- 
conque. Enfin, dans son Cours à la Faculté des Sciences ('), M. Hermite 
a considéré d’autres combinaisons de fonctions eulériennes pour les- 
quelles le degré du polynôme à retrancher de chaque fraction simple 
est proportionnel au rang de cette fraction dans la série et, par suite, 
croit au dela de toute limite. 

Voici une nouvelle application du méme théoreme, dans laquelle les 
degrés des polynömes que l’on retranche de la partie principale 


(1) Cours de M. Hermite, rédigé par M. Audoyer; Hermann, éditeur. 


+ ® A FFT. 
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herenee yar -—- La question à resouure “St ai0rs a suivante 


‘ent es ‘onctions 
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soit holomorphe dans le voisinage de chacun des points 


x +2mmK + ancK, 
où 
momo, +1, =2 LE x. 


— “79 . *%9 — 


S rte) 


est divergente, car le module du terme general augmente indefiniment. 


En suivant la méthode de M. Mittag-Leffler, nous allons retrancher de 


. A TL TC . 
chaque fonction 9,(#) un polynôme g,(x) en cos et sin choisi 


La série 


de telle fagon que la serie 


n=+e 
viz)= Y nl) gale) 
soit absolument convergente. Cette série définira une fonction D(x) 
satisfaisant aux conditions du problème; la fonction la plus générale 
satisfaisant à ces conditions sera ®(2) augmentée d’une fonction 
entière G(æx). 
On peut écrire 


Tile - a 
- kK in 
iv e .e +q 
7 J — = — ! — — ne 
(5) COUT (x a—antK’)=—t aw ; 


d'autre part, quels que soient a et b, on a identiquement 
2 p—1 b \6 
(6) a Par... a b + b + bra+b 
a— b a a? a a a a— 7, | 


Supposons d’abord n positif et appliquons l'identité (6) en y faisant 








rir-- ai 


nous aurons 
- _ hur - Ai -p Tir Au 
cots, (2 —anik’) = il r+ age KO +H. bt gine K 





- — py irl 
+ gine vA col (c—2—2ntK’). 
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uud 
oe 


Portant cette expression de cot — (2 — a — anıK’) dans celle de 9, (27) 


et posant 





_ BAR _RiIr— ai _p KXir—@})i 
(7) ga(r)=tre À quntn-n| ı + age Kor... gie K |. 


Oona 


KLE Tre 


PT gtap,—pa(a—t) e PF co (2 — 2—2niK'); 


(8) =, (2) — gy (2) = te 


la fonction (7) g,(a) est, comme il a été dit plus haut, un polynöme 


n cos == et sin =>, et l’on voit que ce polynôme est de degré 
€ OS = el sıın Do € q pory gre fa- 


Cela posé, la série 


n- + 2 


Ÿ entr) — 82 (7) 


sera absolument convergente, si l’on choisit l’entier p, en fonction de x 
de la façon suivante. Soit N un entier quelconque; on prendra p, arbi- 
traire pour toutes les valeurs de n pour lesquelles la difference (un — N) 
est négative, ce qui n a lieu que pour un nombre fini de termes à cause 
de l'hypothèse n >o; et, pour les autres termes, on prendra 


En effet, avec cette determination de p,, la différence 5,(x) — g,' x) 
prend la forme 
. NT: - n-N — 


He = u: 
Ate N gemarbi-inNe co (7 —2— aniK'), 


ce qui, grace à la presence du facteur g"”, est le terme général d’une 
série absolument convergente. La détermination de p, que nous venons 
d'indiquer dépend de l’entier arbitraire N; le plus simple sera de sup- 
poser N = o et de prendre 


(9 Sa = BN; 
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_alors la difference o,(x) — g,(x) devient 


Tri 


bn —— us . 
K qba(a+l) colE (x — 4 — 2niK'), 


(10) Me 


forme que nous adopterons definitivement. 

Nous venons d’envisager les termes dans lesquels n est positif; sup- 
posons, au contraire, n negatıf; en appliquant alors l’identite (6) dans 
laquelle on fait 


rir— ai 
a=q"", bze | > P—Pas 


on à 


T 


ok 


Tl xr—ale Fee] 


cot (2 —2—aniK') =—i|1+29-%e K +... gute" 


r(r— ai a 
+ girl e K co x (2—a2— 2aniK'). 





Si l’on pose 





_ Ennai rK(r— ai p ir - 
ga(x)=—iMe À gun] + ag-tre Kor... gute” K | 


il vient, pour la difference o,(x) — g,(x), expression 


TLE 
— (£r+Pp }—— 
e " K 


mri 
An g-tnpn—unta-1) er” R cot (2 — a — antiK’). 


La détermination la plus simple de l’entier p, sera ici 
(9') Pa—— PR, 


ce qui donne 


Tri 


KR x 
K qvn(a+t) col X (æ —4— 2h K’), 


(10)  @n(2) — g(x)= Xe 


expression identique à (ro). Ainsi l’on peut, pour les valeurs positives 
et negatives de n, déterminer des polynômes g,(x) de degrés tpn 


TT . KT os Tr 
en cos - et sing» de telle manière que la différence 9,(x) — ga(2) 


prenne la forme (10). On obtiendra, de cette façon, pour l’une des 


™y P. APPBLL. — FONCTIONS DUUBLEWENT PERIDDIQUES DE TROISIEME ESPELE. 
“t fa serte des parties DPIQUIPAIES 7... z 


- >» 





NE Enr À: 
re — \ Vo pet st — — 1 — a Kh 
ats :K 
a 


“St iDsoiument -onvergente. N l'on fail encore ie} 








"MGs 
— 4 I 1 
sak à 
_k 
Fr = = La co 11 — 5 


On trouve alors, en supposant que F x ait ‘es pôles simples 2. 


nae = 2 | L ‘te resiulus AY ‘,. . \.. 
et = Len Se Reet N yo in — 1, — im oii, 4, 


‘any -youler te 'ORCUOR ?ntiére. comme ce ai uontre dans moun pre- 
ner Memoire. 


rr 9 ee ee nee ee 


SUR LE 


NOMBRE DES VARIATIONS D'UN POLYNOME 
ENTIER EN x, 


DONT LES COEFFICIENTS DEPENDENT D'UN PARAMETRE 2, 


Par M. Désiré ANDRE, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 





1. Si l’on considère un polynôme /{x, a), ordonné par rapport aux 
puissances décroissantes de la variable x, et où les coefficients des dif- 
férentes puissances de cette variable soient des fonctions entières du 
paramètre a, on s'aperçoit immédiatement que le nombre des varia- 
tions de ce polynôme dépend de la valeur numérique de «, et qu’il peut 
varier lorsque cette valeur varie. L'objet du présent Mémoire est de 
faire connaître un procédé simple pour déterminer ce nombre de varia- 
tions lorsque x est donné, et pour suivre les changements qu’il éprouve 
lorsque @ croit ou décroit d’une manière continue. | 


2. Nous examinons d’abord (Chap. I) le cas le plus facile, celui où 
aucun des coefficients du polynôme n’est, en a, d’un degré supérieur 
au premier. Nous montrons que, pour étudier le nombre des variations 
d'un pareil polynôme, il suffit de construire une certaine ligne brisée, 
et de voir comment cette ligne brisée est coupée par une certaine droite. 
Le nombre des variations est donné alors, pour une valeur quelconque 
de a, par un théorème tres net, de la plus grande simplicité. 

Nous appliquons (Chap. II) ce premier théorème à plusieurs exemples. 
Dans l’un d’eux, nous étudions le produit de la multiplication d’un 


Bu 
auivnome enter en £. à coefficents anmerugues. par an dame bt ia 
forme 2° — z. I] est avutent qu'un tel produit apparteat au vas ele 
que nous venons de considerer. 

Nous passons smaute Chag. IO au cas general. «'asca-tire au vas 
au. Lans ie polynôme / z_z , les coefficients des diferentes puissances 
de .z sat. en z. l'un degre quelconque. Vous moatrias qu'il “ouvwieat 
alors. jour etudier je nombre des vamatioas du poivadme donne, de 
HARTMTE. aad plus une ligne bnsée unique. mais 10 ensemble de 
lignes hrisees. cousuituant une sorte de reseau. le reseail eonstmit. on 
na plus qu à voir de queile faced il est coupe par ane certaine dre. 
Qu armve unsı a un theureme tout à fait general qu. par Alle. Cum- 
preni ie theoreme précédent, et qui o est. dans xia enunee. ai moins 
net. mi Moins sinple que ce premier theoreme. 

Pour bien faire comprendre notre 1heoreme zeneral_ aous l'appii- 
quons Chap. [IV à deux exemples. Cua où ii agit d'un pelv- 
nome f£.z lu axieme degre en z et du troisieme en 2. l’autre où 
ous 20aSderons le produit de la muluplicauoa d'un polyadme entier 
en z. à cuefiieient: gamertques. par le trindme 2 — zer — 2*. Nous 
faisons remarquer ansuile que l'examen du réseau correspondant au 
polvnème queleuaque f x. z suggere_ relativement à ce polvaome. les 
enonces de différents theuremes. Nous neo citons que deux. qui sont 
pour ain dire evidents. 

On ait le mie que jouent, dans la plupart des théoremes sur les 
equations alzebriques, les nombres de variations de certuins pulx- 
aûmes Ju ie certaines suites de pulyndmes. Nous deduisuns Chap. V 
de tout ce qui preeede une règle pour l'abazssement de la Gmite de Des- 
“urtes. touchant te nombre des racines poñtives d'une equation dunaee. 
Cette regle. comme auus le faısuns voir sur des exemples, est d’une 
application extrémenent commode: elle possede ce triple avantage - 
de n’esiger pour ainsi dire aucun caleul: de pouvoir être varıee par le 
choix d’un exposant arbitraire: de pouvoir enfin s'appliquer plusieurs 
fois de suite ala meine equation. en dunnant, à chaque fois, un auuvel 
abaissement. 


DESIRE NRE. 


3. Noas avoms fait cunnaitre dejà le prineipe et les premiers resul- 
tats du travail actuel dans une Nate que notre illustre maitre, W. Her- 
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mite, a bien voulu présenter (') à l'Académie des Sciences. Nous avions 
anterieurement, dans deux Mémoires insérés aux Annales scientifiques 
de l'École Normale supérieure (7), étudié le nombre des variations que 
l’on perd ou que l’on gagne en multipliant par æ + « un polynôme entier 
en x quelconque. Par son objet, le présent Mémoire est, en apparence, 
fort analogue à ces Mémoires antérieurs; en réalité, il s’en éloigne 
absolument par sa méthode, et ne s’en rapproche que très peu par ses 
résultats. 


CHAPITRE PREMIER. 


Étude du cas particulier le plus simple. 


4. Dans toute l’étendue du présent travail, nous désignons par 
f{æ, «) un polynôme quelconque, entier en x et en a, ordonné suivant 
les puissances décroissantes de x, et, d’ailleurs, complet ou incomplet. 
Les coefficients des diverses puissances de x y sont évidemment des 
polynômes entiers en a. Dans ce premier Chapitre, nous considérons le 
cas particulier le plus simple, celui où ces coefficients sont, par rapport 
à a, au plus du premier degré. 

Dans ce premier Chapitre, par conséquent, ces coefficients sont ou 
de simples constantes, ou des constantes multipliées par a, ou des 
binömes de la forme A x + B. Cette dernière forme peut être regardée 
comme la forme générale. Elle comprend, en effet, les deux précé- 
dentes, si l'on convient que A et B désignent des constantes dont une 


seule puisse être égale à zéro. 


3. Les signes des coefficients des différentes puissances de x, et, 
par conséquent, les variations et permanences du polynôme /(z,«), 
dépendent évidemment de la valeur de a. Il s’agit de découvrir un 
procédé qui permette de trouver le nombre de ces variations lorsque « 
prend une valeur donnée, et de suivre les changements que ce nombre 
éprouve lorsque l’on fait varier cette valeur. 

Afin de simplifier nos théorèmes, et dans leurs énoncés et dans leurs 


(!) Le 28 juillet 188;. 
(2) Volume de 1883, Supplément. 
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démonstrations, nous ne ferons varier a que deo a +x, en d'autres 
termes, nous ne donnerons a cette indéterminée que des valeurs posi- 
tives. Cette manière de procéder suffit à tous les cas, car l'étude, pour 
les valeurs négatives de a, du nombre des variations du polynôme /{x, @) 
revient évidemment à l'étude, pour les valeurs positives de a, du nombre 
des variations du polynôme f(x, — a). 


G. Cette dernière remarque s'étend à tout le present Mémoire : nous 
n’y faisons jamais varier « que depuis o jusqu'à + x. Encore devons- 
nous dire depuis o exclusivement, car les premieres valeurs que nous 
donnions à @ sont des valeurs positives, à la vérité aussi petites que 
l'on veut, mais dont aucune n’est égale à zéro. 

Ces premières valeurs de « en sont les valeurs initiales. On voit immé- 
diatement, sans aucun calcul, les signes que prennent, pour ces pre- 
mières valeurs, tous les termes de notre polynôme. Ces signes forment 
des variations et des permanences : ce sont les variations et les perma- 
nences initiales du polynôme considéré. 


7. Ainsi, nous ele immédiatement le nombre des variations 
initiales du polynôme f(r, «). Restent à suivre les changements qu’é- 
prouve ce nombre lorsque on fait croitre a. 

Pour suivre ces changements, nous considerons, dans le poly- 
nome /\.r, a}, les coefticients des différentes puissances de x. Nous 
pouvons, d’apres ce qui precede, les regarder tous comme des fonc- 
tions linéaires de «. Ces fonctions linéaires, égalées à zéro, nous don- 
neront autant d'équations du premier degré qu'il y a de coefficients; 
et chacune de ces équations aura sa racine ou nulle, ou infinie, ou 
négative, ou posilive. 


8. Étudions d'abord le cas où cette équation du premier degré a sa 
racine positive, et désignons par a, la valeur de cette racine. Tant que 
a sera inférieur à @,, le coellicient correspondant gardera son signe 
initial; dès que x dépassera a,, ce coellicient prendra le signe con- 
traire. Si nous marquons, sur une ordonnée correspondant à ce coef- 
ficient, le gros point &, qui répond à cette racine, et si nous traçons 


l'horizontale y= z, que nous nommerons d'ordinaire l’hortsontale 2. 
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tant que cette horizontale passera au-dessous du gros point @,, le coef- 
ficient gardera son signe initial; des que cette horizontale passera 
au-dessus de ce gros point, ce coefficient prendra le signe contraire. 


9. Etudions à présent le cas où l'équation du premier degré n’a 
point sa racine positive. Que cette racine soit alors nulle, infinie ou 
négative, il est évident que le coefficient correspondant gardera son 
signe initial pour toutes les valeurs positives de a. Pour opérer comme 
précédemment, nous marquerons un gros point sur l’ordonnée corres- 
pondant à ce coefficient, à l'endroit où cette ordonnée coupe une paral- 
lèle à l'axe des abscisses, que nous supposons tracée très haut et que 
nous appelons la‘ droite de l'infini. L'horizontale & passera toujours 
au-dessous de cette parallèle et, par conséquent, du gros point. Nous 
pourrons donc dire, comme dans le cas précédent, que le coefficient 
considéré garde son signe initial, tant que l'horizontale a passe au- 
dessous du gros point correspondant. 


10. Supposons qu'on ait tracé toutes les ordonnées correspondant 
aux différents coefficients du polyuôme, et que, sur chacune d’elles, on 
ait marqué, à distance finie ou infinie, le gros point dont on a parlé. 
Considérons deux consécutives de ces ordonnées, et joignons-en les 
deux gros points par un trait, plein si, à l’instant initial, les deux coef- 
ficients correspondants présentent une permanence, ponctué si, à ce 
même instant, ils présentent une variation. 

Lorsque l’horizontale @ passe au-dessous des deux gros points, 
chacun des deux coefficients garde son signe initial, la permanence ou 
variation initiale se conserve. Lorsque l'horizontale + passe au-dessus 
des deux gros points, les deux signes initiaux sont remplacés par les 
signes contraires, mais on peut dire encore, et bien qu'elle change 
d'aspect, que la permanence ou variation initiale se conserve. Dans 
ces deux cas, le polynôme donné ne perd ni ne gagne, à cet endroit, 
aucune variation; et l’on peut remarquer que l'horizontale « ne ren- 
contre pas le trait qui joint les deux gros points. 

Si l'horizontale « passe entre les deux gros points, l’un des signes 
iniliaux se conserve, tandis que l’autre est remplacé par le signe con- 
traire; la permanence ou variation initiale se change en variation ou en 
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permanence; et l’on peut remarquer alors que le trait qui joint les deux 
gros points est coupé par l'horizontale «. 

Il suit immédiatement de tout cela qu'il ne se perd une variation 
que quand un trait ponctué est coupé par l'horizontale «, et qu’il ne 
s’en gagne une que quand un trait plein est coupé par cette même hori- 
zontale. 


11. En résumé, étant donné le polynôme /(z, «), où aucun coeffi- 
cient n’est, en &, d'un degré supérieur au premier, pour étudier le 
nombre des variations de ce polynôme, on tracera autant d’ordonnées 
verticales équidistantes qu’il y a de coefficients; on limitera ces ordon- 
nées, en bas, par un axe horizontal des abscisses, en haut, par une 
parallèle à cet axe, qui sera pour nous la droite de l'infini; sur chaque 
ordonnée, on marquera un gros point, à la hauteur «, si le coefficient 
correspondant s’annule pour cette valeur positive de a, à la rencontre 
avec la droite de l'infini si ce coefficient ne s’annule pour aucune 
valeur positive de ce paramètre; on joindra enfin, à partir de la 
gauche, le gros point de chaque ordonnée à celui de l’ordonnée sui- 
vante, par un trait plein ou ponctué, suivant que les coefficients cor- 
respondants présenteront une permanence ou une variation initiale. 
Tous ces traits, tracés bout à bout, formeront une ligne brisée qui sera 
la ligne représentative du polynôme. On mènera, au travers de tout le 
Tableau ainsi construit, ce que nous appelons l'horizontale «; et l’on 
pourra énoncer alors le théorème suivant, qui sera notre premier théo- 
rème : 


Tuéorëme I. — Étant donné le polynôme entier f(x, «), ordonné par 
rapport aux puissances décroissantes de x, et du premier degré seulement 
en a, le nombre des variations de ce polynôme, pour une valeur deler- 
minee de a, est juste egal au nombre des variations initiales, plus le 
nombre des traits pleins coupés par l'horizontale x, moins le nombre des 
traits ponctues coupés par la même horizontale. 


12. Ce théorème, on peut le remarquer sur sa demonstralion, non 
seulement convient au cas considéré par nous, mais encore s'étend, 
sans modification, à tous les cas où les coefficients des différentes puis- 
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sances de x sont des fonctions de a, dont aucune ne change plus d’une 
fois de signe, lorsque a croit de 0 48+ 2. 

Quant à l’énoncé qui précède, c'est en quelque sorte un énoncé 
graphique. C’est à cette circonstance qu’il est redevable de sa simpli- 
cité et de sa netteté Cet énoncé, d’ailleurs, se rapporte au cas général, 
c’est-à-dire au cas où l'horizontale « ne rencontre aucun des gros 
points. Dans le cas exceptionnel où le contraire aurait lieu, l’examen 
du Tableau, comme on le verra sur les exemples, suffirait pour lever 
toutes les difficultés. 


CHAPITRE II. 


Applications du premier théorème. 


13. Prenons, pour premier exemple, le polynôme 
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Si nous en construisons la ligne brisée représentative, aous formons 
le Tableau suivant : 
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D’abord, pour les valeurs tres petites de x, nous constalons, sur ce 
Tableau, que le polynöme donné a 4 variations. C’est le nombre des 
variations initiales; il est juste égal au nombre des traits ponctués que 
la ligne brisée nous présente. 

Supposons qu’on nous demande le nombre des variations que pos- 
sede le polynôme donné lorsque & est égal à 4. Évidemment alors I’ho- 

Ann. de l’Ec. Norm. 3* Série. Tome Il. — Mans 1885. 11 
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rizontale « coupe deux traits ponctués. Donc, d’après notre théorème, 
le nombre des variations est égal à 4 — 2, c’est-à-dire à 2. 

Lorsque «& est égal à 4, Vhorizontale a ne passe par aucun gros point. 
Si nous donnons à « la valeur 3, cette horizontale passe par l’un des 
gros points, et elle coupe deux traits ponctués. Au point qu'elle ren- 
contre, le Tableau montre qu’il se perd deux variations. Donc, lorsque 
a est égal à 3, le nombre des variations du polynôme est égal à 
4 — 2 — 2, c’est-à-dire à zéro. 


44. Ainsi, par l’examen seul de notre Tableau, nous voyons, comme 
nous l’avions annoncé (n° 12), ce qui arrive dans les cas exceptionnels 
où l'horizontale a passe par un ou plusieurs des sommets de notre ligne 
brisée. Dans les cas généraux où elle ne passe par aucun d’eux, nous 
n'avons qu’à appliquer littéralement notre théorème. Il nous suffit de 
considérer l’horizontale a, en la faisant mouvoir s’il est nécessaire, 
pour résoudre, sans aucune peine, les quatre problèmes suivants : 


1° Quels changements éprouve le nombre des variations du polynôme 
donné lorsque a varie de 0 a +? 

2° Combien ce polynôme presente-t-ıl de variations lorsque « a une 
valeur positive déterminée? 

' 3° Entre quelles limites la valeur de « doit-elle étre comprise pour que 
ce polynôme ait un nombre donné de variations? 

4° Entre quelles limites la valeur de x doit-elle étre comprise pour que 
ce polynôme ait le plus grand ou le plus petit nombre possible de varia- 
tions? 


15. Comme seconde application de notre théorème I, nous pouvons 
considérer le produit du polynôme 


ri+ 2° — 028 Sr ++ 2° — 5r — 11 


par le binôme x? + «. 

Ce produit évidemment est un polynôme entier en x et en «, du 
genre de ceux que nous considérons présentement. Si nous en con- 
struisons la ligne brisée, puis que, sur le Tableau formé, nous fassions 
monter l'horizontale x deo à + 2%, nous obtenons une suite de résul- 
tats qui peuvent se résumer ainsi : pour toutes les valeurs de & infé- 
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rieures à + ou supérieures à 5, le produit considéré présente trois varia- 
tions; il n’en présente qu’une, lorsque @ est soit égal 4 >, soit égal 
a 5, soit compris entre : et 5. 


16. Le produit que nous venons d'étudier n'est qu'un cas très parti- 
culier du produit qu’on obtient en multipliant un polynôme.entier en x 
quelconque par le binôme x*+ a. Notre théorème I s'applique évi- 
demment à tous les produits de cette sorte. Quand on ne considère 
qu’eux seuls, on peut remplacer l'énoncé graphique de ce théorème 
par un énoncé analytique, fondé sur la considération de certains 
groupes, élévateurs ou abaisseurs, de-4 coefficients chacun. Mais, 
comme cet énoncé analytique n’est qu’un énoncé particulier et incom- 
mode, nous ne le donnerons point. 


CHAPITRE II. 


Étude du cas général. 


17. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé le polynôme /(x, «) 
du premier degré seulement en &. Nous supposons maintenant que ce 
polynôme soit de degré quelconque par rapport à ce paramètre, c’est- 
a-dire que, dans ce polynôme, ordonné par rapport aux puissances 
décroissantes de x, le coefficient de chaque puissance de x soit un 
polynôme entier en & et de degré quelconque. 


18. Ces coefficients, égalés séparément à zéro, nous donnent chacun 
une équation algébrique, dont les racines réelles peuvent être nulles, 
ou infinies, ou négatives, ou positives. Nous nous attachons principa- 
lement aux racines réelles ct positives; nous supposons que celui 
des coefficients qui en a le plus de cette espèce en ait un nombre 
égal à m; et nous supposons, en outre, que ces m racines soient dis- 
tinctes. 

Étant tracée l’ordonnée correspondant à ce coefficient et marqués 
sur elle les m gros points répondant à ces m racines, il est évident que, 
tant que l'horizontale @ passera au-dessous de tous ces gros points, le 
coefficient considéré gardera son signe initial, c’est-à-dire le signe 
évident qu'il possède lorsque « est positif et très voisin de zéro; il est 


§4 DESIRE ANDRE. 


évident aussi que ce coefficient changera de signe, chaque fois que 
l'horizontale a, supposée animée d’un mouvement ascensionnel, dépas- 
sera l’un de ces m gros points. 

Par suite, le coefficient considéré aura son signe initial, toutes les 
fois que l’horizontale a laissera, au-dessous d’elle, un nombre pair de 
gros points; et aura le signe contraire, toutes les fois qu’elle en laissera 


un nombre impair. 


19. Considérons maintenant un autre coefficient du polynôme f(z, a), 
et supposons qu’ il ait moins de m racines positives. Nous marquerons 
sur son ordonnée, a distances. finies, les gros points correspondant a 
ses m' racines; puis, à la rencontre de cette ordonnée avec la droite 
de ’infini, un gros point supplémentaire qui correspondra à lui seul 
aux n — m’ racines positives que le coefficient devrait avoir encore 
pour posséder m racines positives. Nous pourrons répéter alors, pour 
ce coefficient, ce que nous avons dit pour le précédent : il aura son 
signe initial ou le signe contraire, suivant que l'horizontale « laissera 
au-dessous d’elle, sur l’ordonnée de ce coefficient, des gros points en 


nombre pair ou impair. 


20. Supposons que l'opération que nous venons de faire (n® 18 
et 19) sur deux coefficients ait été effectuée sur tous; et, dans le Ta- 
bleau formé, considérons, en particulier, deux ordonnées consécutives. 
Nous pouvons, en allant de bas en haut sur chaque ordonnée, joindre, 
par un trait, le premier gros point de l’ordonnée de gauche au premier 
gros point de l’ordonnée de droite; puis, par un deuxième trait, le 
deuxième gros point de gauche au deuxième de droite; et ainsi de 
suite, en prenant soin, d’ailleurs, de tracer des traits tous pleins ou 
tous ponctués, suivant que les coefficients correspondant à nos deux 
ordonnées présentent, à l'instant initial, une permanence ou une varia- 


tion. 


21. Lorsque l’horizontale « traverse l'ensemble de nos deux ordon- 
nées consécutives et des traits compris entre elles, il peut évidemment 
se présenter trois cas : ou bien, entre ces deux ordonnées, cette hori- 
zontale ne coupe aucun trait; ou bien elle en coupe un nombre pair; 
vu bien elle en coupe un nombre impair. 
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Si elle ne rencontre aucun trait, c’est qu’elle laisse sur chaque 
ordonnée le méme nombre de gros points au-dessous d’elle; par suite, 
que les coefficients correspondants ont, tous les deux, leurs signes 
initiaux ou, tous les deux, les signes contraires : la permanence ou 
variation initiale n’est point changée. 

Si ’horizontale x coupe un nombre pair de traits, il en est encore de 
même; la permanence ou variation initiale est conservée, car, sur les 
deux ordonnées, les nombres de gros points que l'horizontale laisse 
au-dessous d’elle sont tous les deux pairs ou tous les deux impairs. 

Si l'horizontale « coupe un nombre impair de traits, c’est que, sur 
nos deux ordonnées, les nombres de gros points que cette horizontale 
laisse au-dessous d’elle ont une difference impaire; partant, que l’un 
de ces nombres est pair et l’autre impair; partant, que l’un des coeffi- 
cients conserve son signe initial, tandis que l’autre prend le signe con- 
traire. Il s'ensuit que, s’il y avait permanence initiale, cette perma- 
nence se change en variation; et inversement que, s'il y avait variation 
initiale, cette variation se change en permanence. 


22. Les mêmes faits se reproduisent dans toute l’étendue de notre 
Tableau. Si donc, pour abröger, nous designons par l'expression de 
système de traits l'ensemble des traits compris entre deux ordonnées 
consécutives et coupés par l'horizontale a, et que nous appelions sys- 
tème impair tout système composé d’un nombre impair de traits, nous 
pouvons énoncer le théorème suivant : 


Tuéonème II. — Étant donné le polynôme entier f(x, «), ordonné par 
rapport aux puissances décroissantes de x, et de degré quelconque en x 
et en a, le nombre des variations de ce polynôme est juste égal au nombre 
des variations initiales, plus le nombre des systèmes impairs de traits pleins 
coupés par l'horizontale a, moins le nombre des systèmes impairs de traits 
pönctues coupes par la même horizontale. 


23. Ce théorème est tout à fait général. Il comprend notre théo- 
reme I comme cas particulier, puisqu’un simple trait est un système 
impair. Son énoncé, comme celui du théorème I, est en quelque sorte 
un énoncé graphique. Il se rapporte, d’ailleurs, au cas général où l’ho- 
rizontale a ne passe par aucun des gros points du Tableau : dans le cas 
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exceptionnel oü elle passerait par un ou plusieurs de ces points, on 
verrait immédiatement, sur le Tableau méme, si, en ces divers points, 
quelque variation est perdue ou gagnée. 


24. Dans la construction de notre Tableau, nous avons supposé 
simples toutes les racines positives que nous avons considérées. Pour 
compléter nos indications, nous avons à dire ce qu'il faut faire lors- 
qu’on rencontre une racine positive multiple. 

Si le degré de multiplicité de cette racine est impair, on traite la 
racine absolument comme une racine simple, marquant un gros point, 
à la hauteur convenable, sur l’ordonnée correspondante, puis joignant 
ce gros point, par un trait plein ou ponctué, au gros point de même 
rang, à partir du bas, de l’ordonnee précédente, e et au gros point de 
même rang de l’ordonnée suivante. 

Si le degré de multiplicité est pair, on marque sur l’ordonnée cor- 
respondante, à la hauteur indiquée par la valeur de la racine, non 
plus un gros point, mais un signe quelconque, par exemple une croix, 
et on laisse cette croix isolée, sans la joindre à quoi que ce soit par 
aucun trait. Lorsque l'horizontale « ne passe pas par cette croix, on 
fait abstraction de ce signe. Lorsque cette horizontale y passe, le coef- 
ficient correspondant s’annule; et il faut voir, sur le Tableau, si la 
lacune qui se produit alors dans le polynôme fait perdre ou gagner 
quelque variation. 


CHAPITRE IV. 
Applications du théoréme II. 
25. Pour donner une premiere application de notre théorème II, 


considerons le polynöme suivant, dont les coefficients sont des poly- 
nömes entiers en &, la plupart d’un degré supérieur au premier, 











z+ gg [ai 320 2° — 15 a+ [rt 22x|r -+ıı. 
— 20% +1592! +0232! +62 + at 
+ 4° — 92% — 92° — 2° 
+ 23 + 2° | 


Dans ce polynöme, ceux des coefficients qui ont le plus de racines 
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positives en ont trois. D’après ce que nous avons dit, nous tracerons 
autant d’ordonnées verticales équidistantes qu’il y a de coefficients. 
Sur chacune d'elles, nous marquerons les gros points représentant les 
racines positives du coefficient correspondant. Si le nombre de ces 
racines est inférieur à trois, nous marquons, en outre, à l'intersection 
de l’ordonnee considérée et de la droite de l'infini, un gros point repré- 
sentant toutes les racines positives qu'il faudrait adjoindre à celles 
qu’on a trouvées pour atteindre le nombre 3. Nous joignons ensuite, 
en allant de gauche à droite, par un trait plein ou ponctué, chaque 
gros point de chaque ordonnée au gros point de même rang, à partir 
du bas, de l’ordonnée suivante, et nous obtenons de cette façon le Ta- 
bleau que voici : 





Nous voyons immédiatement, sur ce Tableau, que le nombre des 
variations initiales est égal à 4. Pour trouver le nombre des variations 
lorsque z est, par exemple, égal à 6, nous menons l'horizontale y = 6. 
Cette droite coupe quatre systèmes impairs de traits ponctués, com- 
posés, l'un de trois traits et les autres d’un trait seulement chacun: 
elle ne coupe aucun système impair de traits pleins. Si donc nous appli- 
quons littéralement notre théorème général, nous trouvons, lorsque @ 
est égal à 6, que te nombre des variations de notre polynôme est égal 
à 4+ 0 — 4, c’est-à-dire à zéro. 

Considérons une autre valeur de «, la valeur 2 par exemple, pour 
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laquelle l'horizontale x passe par l’un des gros points du Tableau. Cette 
droite coupe un systeme impair de traits pleins et un systeme impair 
de traits ponctués. Au gros point qu’elle rencontre, nous voyons, sur le 
Tableau même, qu'il se perd 2 variations. Donc, lorsque « est égal à 2, 
le nombre des variations de notre polynôme est égal à 4 + 1 — 1 — 2, 
c’est-à-dire à 2. 


26. En faisant, sur le Tablean précédent, mouvoir, de bas en haut, 
l'horizontale «, depuis l'axe des abscisses jusqu'à la droite de l'infini, 
on pourrait suivre les changements qu’éprouve, lorsque « croit, le 
nombre des variations du polynôme considéré; et, par conséquent, ré- 
soudre sans aucune peine tous les problèmes que nous avons énoncés 
déjà (n° 14). 


27. Comme seconde application de notre théorème II, nous pouvons 
considérer le produit du polynôme x° — 3x’ + 2x° — 4x? — 6x + 88 
par le trinôme x? + «x + «?. Dans ce produit, les coefficients des dif- 
férentes puissances de x seront des polynômes entiers en x, en général 
du second degré. Si l’on construit le Tableau relatif à ce polynôme, on 
voit que le noınbre des variations initiales est 4; et si l’on trace sur ce 
Tableau l'horizontale y = 3,5, par exemple, on voit que cette hori- 
zontale coupe un système impair de traits pleins, et trois systèmes 
impairs de trails ponctués. Il s’ensuit que, pour cette valeur 3,5 de «, 
le nombre des variations du produit considéré est égal à 4 + 1 — 3, 
c'est-à-dire à 2. 


28. L'examen attentif des Tableaux que nous avons enseigné à con- 
struire nous conduit, tout naturellement, à plusieurs théorèmes nou- 
veaux. Nous ne donnerons que les deux suivants, qui sont pour ainsi 
dire évidents, et qui reposent sur la considération des racines positives 
des coefficients du polynôme /(z, «). 


THÉORÈME. — Si le polynôme f(x, x) posséde v variations initiales, et 
st, parmi les racines positives de ses coefficients, les p plus petites, suppo- 
sées chacune d'un degré impair de multiplicité, appartiennent à des coef- 
ficients tous différents, dont deux quelconques ne sont pas consécutifs et 
dont chacun est placé entre deux variations initiales, on peut toujours 
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trouver des valeurs de « telles que, pour ces valeurs, le polynöme considere 
conserve, au plus, v — 2p variations. 


THÉORÈME. — St le polynôme f{x,«) possède v variations initiales, et 
si, parmi les racines positives de ses coefficients, les p plus petites, suppo- 
sées chacune d'un degré impair de multiplicité, appartiennent à des coef- 
ficients tous différents, dont deux quelconques ne sont pas consécutifs, et 
dont chacun est placé entre deux permanences initiales, on peut toujours 
trouver des valeurs de « telles que, pour ces valeurs, le polynôme considéré 
prenne, au moins, v + 2p variations. 


CHAPITRE V. 


Abaissement de la limite de Descartes. 

29. Descartes est le premier qui ait donné une limite supérieure du 
nombre des racines positives des équations algébriques. Cette limite 
repose sur la considération des combinaisons de signes que nous nom- 
mons à présent variations ou permanences ; et cette considération, qui 
nous paraît entièrement due à Descartes, est si intimement liée au 
nombre des racines des équations algébriques, qu’elle se retrouve dans 
la plupart, peut-être même dans la totalité, des théorèmes connus 
aujourd’hui sur le nombre de ces racines. 

C'est l’énoncé de la limite dont nous parlons qui constitue ce qu’on 
appelle, à volonté, le théorème ou la règle des signes de Descartes, théo- 
rème ou règle qui consiste en ceci : Le nombre des racines positives de 
l'équation algébrique f(x) = o est, au plus, égal au nombre des varia- 
tions du polynôme f(x); et, sil est inférieur à cette limite, c’est d’un 
nombre pair. | 

Le grand avantage de cette limite de Descartes c'est qu'elle s'obtient, 
sans aucun calcul, par l'examen seul du premier membre de l'équation 
donnée. Son inconvénient, c’est que, dans beaucoup de cas, le nombre 
qu’elle fournit est trop ébevé. Il serait utile de trouver, pour l’abaisser, 
quelque procédé général et simple. 


30. Considérons l’équation de degré quelconque f(x) = 0, et, en 
même temps, le produit /(æ)p(æx}, dont le multiplicateur o(a) n'a 
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aucune racine positive. L'équation / x + r.=o.2 évidemment les 
memes racines positives que l'équation proposée. Si donc son premier 
membre frs r a moins de variations que n'en avait / x , c'est que 
le nambre v des vanations de / x etait une limite trop élevée : on_lui 
substiuvera le nombre ¢ des variations du produit / x s r,- 

Par coasequeat. pour abaiser la limite de Descartes. il suflit de voir 
a l'on peut trouver un muitiplicateur : r . dépourvu de racines post- 
tives, et tel que le produit /x = x ait moins de variations que le 
muluplicande fr - 


Sf. Oa peut evidemment chercher le multiplicateur = r parmi les 
polvmiames de Lier des sortes. Pour simplifier. acas le chercherons uat- 
qormeai parmi les bindmes de la forme 1" — z. où A designe un entier 
possi quelconque. etz un paramere positif. Cela etant. notre règle 
poor Dabasscement de la limit: de Descartes pourra Sepencer ainsi : 

Rez. — Net for =o leguaton dune et © le nombre des rana- 
Des Le fr. Pour aber ka basic ©. 0x excnera Dabo & maltipl:- 
mie 2 — 2. CT ga Chercher puewes Takaryı À rum donner 
£2 pear gu ar Product de fx par x — zei wende marine de 
zur aus. Si or moméry mm N ex Sahara «. & meer des 

arènes postes de l'apastion propueie est. am plas ex ac: et. sad est 
PTR & EC re. C1 Ê ar NMED Pe DEE. 

N a maurpuain par x — 2 ow perme pas d'adurser iz Ente de 
Purgnartex zn tence, pur node procvk abcruel. ka radrplürer ve per 
zt — 2. N svde-rt ne reset puuré non pis. ort CRRENT 7 — 1: et RSS 
DB? REC. 


JT Ts LT Tat ftgge de CRIME. pie Fa presenie recie, dass 
RP St ca pest surpepee ponwears fos de suite bola Weite 
pha. spa pur event. ogee ca waltioiwalba par o— 2 
PUS Eine ge este des valeurs de 2. telles pure 2.. pena 
appre s «sac Inlerteue oe. Om eFeccuwes la multislicutem de fr 
Me OB 28 ge DES ITTETE we prururt Fr PPRSTANT «Wut 
“um en qe aus eomsechers LIEB Tage mère regie à de nagvest 
umge Foz 2 et ate be suite. Dugas le peearier des exeurples qe 
DNS aids adder, melee Pelé Suppabyie [UREE à Pubs FES 
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33. Comme premier exemple, considérons l’équation ayant pour 
premier membre le polynôme 


x§— z+ ax — 5.2? + 152° — 502 + 300, 


qui présente 6 variations. D'après le théorème de Descartes, cette 
équation a, au plus, 6 racines positives. 

Pour appliquer notre règle, essayons la multiplication par x + x. En 
examinant la ligne brisee du polynöme donné, nous constatons qu’il 
suffit d’attribuer à « la valeur ı, pour que le produit par æ + & n’ait 
plus que 4 variations. Ainsi, apres la premiere application de notre 
regle, nous savons que l’&quation proposée a, au plus, 4 racines posi- 
tives. | 

Multiplions le polynôme donné par æ +1. Nous obtenons le poly- 


nome 
x’ + x: — 3x -+ 102? — 352°? + 2502 + 300. 


Sur ce nouveau polynôme, essayons la multiplication par x + «. Nous 
constatons, sur le Tableau correspondant à ce polynôme, qu'il suffit, 
pour lui faire perdre deux variations, de donner à « la valeur 3. Apres 
avoir appliqué deux fois notre méthode, nous pouvons donc aftirmer 
que l’équation proposée n’a pas plus de 2 racines positives. 

Afin de l’appliquer une troisième fois, effectuons la multiplication 
par x + 3 dont nous venons de parler. Nous obtenons, comme produit, 
le nouveau polynôme 


+ 3xt+ 26+ x — 52° + 149. 2°-+ 108507 + goo, 


auquel nous constatons que la multiplication par æ + @ fait encore 
perdre 2 variations, pour toutes les valeurs de a depuis 5 jusqu'à 29. 
Le produit par æ + 6, par exemple, n'aurait donc plus aucune varia- 
tion. Donc, l’équation proposée n’a aucune racine positive. 


34. Nous prendrons, comme second exemple de l'application de 
notre règle, l'équation du neuvième degré qui a pour premier membre 


2’ +23 — ax — 526+ 16275 + 352 — 2x3 — 35 x? + Gr + 315. 


En essayant la multiplication par x + a, nous trouvons que, pour 
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aucune valeur de «, elle ne fait disparaître de variations. N’obtenant 
rien ainsi, nous sommes conduit à étudier la multiplication par 2? + a, 
el à construire la ligne brisée qui, dans cette multiplication, correspond 
a notre polynöme. Cette ligne nous montre que, dans cette multiplica- 
tion, il se perd 4 variations pour toutes les valeurs de à comprises entre 
5 et 6. Or le polynôme donné ne présentait que 4 variations. Donc 
l’équation donnée ne possède aucune racine positive. 


35. La regle qui precede (n° 31), et dont nous venons de presenter 
deux exemples, nous parait la plus simple qu’on ait encore donnée, 
pour l’abaissement de la limite de Descartes. Ses avantages peuvent se 
résumer ainsi : elle ne nécessite pour ainsi dire aucun calcul; elle pre- 
sente une indéterminée A qui permet d’essayer successivement la mul- 
tiplication par plusieurs bindmes; enfin, comme on l’a vu sur notre 
premier exemple, elle peut s’appliquer plusieurs fois à la même équa- 
tion, en donnant, à chaque fois, un nouvel abaissement. 


NS ES A ANE NS NE 


SUR UNE 
GENERALISATION DE LA SERIE DE LAGRANGE, 


Par M. T.-J. STIELTJES. 





En posant 
X= 2+ a9(X), 
la série de Lagrange donne le développement d’une fonction quel- 
conque de X sous la forme 


qmn-1 


P(X) = fle) + a EA). 


En prenant la dérivée par rapport à x, et écrivant /(X) au lieu de 
f\X), on a aussi 


EN "= LS) 9" (2 


Sous cette forme, la série de Lagrange est susceptible d’une géné- 
ralisation élégante, donnée pour la première fois par M. Darboux 
(Comptes rendus de l'Acadèmie des Sciences, t. LXVIII). 

Supposons que les r variables X, Y, Z, ... soient liées aux variables x, 
y, 3, ... en même nombre par les r équations 


X=2r+a(X,Y,Z,...), 
(1) Y=y+54(X,Y,Z,...), 
Z =: +cy(X,Y,Z,...), 


04 T.-J. STIELTJES. 


alors, /(X,Y,Z,...) étant une fonction quelconque, on a le dévelop- 
pement | 


f(X,Y,Z,...)>* A 

_ UT anbmcm,.. 

=D). — 
0 0 0 


ag SE Any 55 280) QUE 9 RN Sa eed Ln Ys re], 
dx™dy™ ds”... 


ou 








dX dX dX 
dz dy ds 
dY dY dY 
A= dx dy ds 
aL dl dZ 
dx dy dz 


M. Darboux a donné ce développement dans le cas r= 2. 

Dans la démonstration suivante, je supposerai r = 3, mais elle s’ap- 
plique dans le cas général. 

Comme on le verra, le point principal consiste dans l’établissement 
des identités 


d . d 
da N AN A) = 7 Ta S(X%Y, Z) 9 (XY, 2] 
d d 
— [I /(X,Y, Z)] = -—- [a /(X,Y, Z) (X, Y, Z)], 

(2) ap LS )] dy | A ) ¥( )] 
d d.. , 
de LAS(X.Y, Z)] = 5 LA S(X,Y, 2) x OL Y, 2)]. 

Il suffira, d’ailleurs, de vérifier la premiere de ces relations, le calcul 


étant tout à fait analogue pour les deux autres. 
Mais, eo développant cette relation, il vient 


dx , AY az as 


dX , dY ‚dl d(oA 
SAHNE) + Ge: ), 
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en sorte qu'il s’agira d’etablir les formules 














aX _ X 
da * dx’ 
: dY dY 
3 —_— —o__ 
(>) da * dr’ 
d7, dl 
da Tdz 
et 
, da _d(oA) 
(4) da dr 


La différentiation de la premiere des formules (1) donne 


1, aX , dY ‚dl 
(1— ap) 7 =o + apy ee + aq zz’ 


a Kran La Z 
Par TN dr Nr 


(>) 


et Pon obtient de méme 


f , aX dY , dZ 
ik + (OH + bh, = 9: 
6 
(6) | oy, OX , dY 1) 2 _. 
EX Ta Chr a, trau) = 
et 
dx dY ‚dd 





iR bYx a + (Oby—1) 7 + bbz qe 
7 


U 


‚AX dY , al 
CT + CNT tn) 7% 


han: uns dX ,dY A kan. 
Les équations (6) déterminent les rapports 27 : = : >» les équa- 


. dX . dY „A > ER A . ve 
tions (7) les rapports =: °z,' Or, les coefficients dans les sys- 


temes (6) et (7) etant les mémes, ona 


dX dY dZ dX. dY.dZ 


da‘da‘da dx ‘dx ‘dx 


~ 


Des lors les équations (5) mettent en évidence les relations (3). 
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Il reste à vérifier la formule (4). On a 
ŒX dX dX| |dX @X aX| [dX 
dx da dy di dx dyda ds dx 
ds | @Y d¥ dY| |dY @Y ay| |dY 
da |dzda dy ds |’ de dyda ds |‘ | d 
MZ dZ dl dL @Z di, | | de 
dx da dy ds dx dyda ds dx 
= A, + A, + 
Quant à A,, on a, à cause des relations (3), 
_d f dX\ dX dax 
de\' dz) dy ds 
d dY dY dY 
(8) A — 262) dy ds 
(di) d dt 
da\* dz dy ds 
Il vient ensuite 
dX d/dX\ aX| |dX _aX 
dx dy Ÿ dr 3 dx ? dy dx 
w-|@% dax) ay|_\av | ay 
2—| dx dy\" dx 3 | |dz Taydı 
dt dd | | @ 
dx dy\' dx 3 dx ? dy ax 
ou bien 
aX æX dX 
? dr dy dx 2 
Al ÆY dv 
(9) |? ar dydr ds | 
di æZ di 
| ° de .dy dx 3 
et de même 
dX dX @X 
? dz dy dsdx 
10) „|. dY æY 
|? dz dy dsdx| 
a d PL 
fax dy dsdr 
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Les équations (8), (9) et (10) donnent de suite 
dA d(@A) 


ur, rd = dx ? 





c’est-à-dire la formule (4). 

La premiere des équations (2) est ainsi établie parfaitement, les 
deux autres s’obtiennent de la méme maniere. 

Par une application répétée de ces relations, on trouve de suite 


qdm+m'+m'T A T(X%,Y,; Z)] 
da” db dc™ 
_ amemem TS f(X,Y, IE" (X, Y, Z) 9" (X, Y,2) LCR Y, 2] 
u dx" dy" ds™ 


(11) 


oie ~ Wee 


hd e am bm com Q 
Pour avoir le coefficient de dans le deve- 
I 2. L 2 .nt, I .2. e ‚m e I 2. e ,m 


loppement de A /(X, Y,Z), il suffit de supposer a= b — c — 0, dans 
cette formule (11). Or, dans cette supposition, il vient 


dX_, K_, K_, 
dx  ”? dy ? ds” 
N_, A, W_, 
de ° dy.’ ds  ” 
a, di _, dh, 
de ° dy” ds” ”’ 


donc A=1; de plus X = x, Y= y, Z —:, en sorte que ce coefficient 
est égal à | 


dr+m+m'[ f(x, ¥, 3) 9™ (2, Y, 5) Y7(r, y, 5) x (2, v, 5)] 
de” dy" ds ? 


comme nous l’avons annoncé. 

Je terminerai par la remarque suivante. Dans le Tome 54 du Journal 
de Crelle, M. Heine a déduit la formule de Lagrange à l’aide du calcul 
des variations. Cette démonstration peut étre généralisée facilement, 
de manière à obtenir la formule que nous venons de démontrer, le 
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déterminant fonctionnel A s’introduisant alors de la manière la plus 
naturelle. Mais les formules (2) et la formule (11) qui s’en deduit 
immédiatement paraissent assez remarquables en elles-mêmes : c’est ce 
qui nous a fait préférer la méthode plus élémentaire que nous venons 
de développer. 


SUR UNE 


PROPOSITION DE M. HERMITE, 


Par M. L. RAFFY, 


MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS. 


Soit u une fonction de z, liée à sa dérivée U = “ par une équation 
algébrique f(u, U) — o, où n’entre pas 2. 

MM. Briot et Bouquet ont fait connaître (') les conditions néces- 
saires et suffisantes pour que la fonction u soit uniforme et les carac- 
teres distinctifs des trois espèces d’integrales uniformes. D'autre part, 
M. Hermite a remarqué (?) que, l'intégrale étant uniforme, l’équation 
J(u, U) =o ne pouvait être que du genre zéro ou un. J'ai donné (°) 
les conditions qu’il faut ajouter à celle-là pour que l'intégrale soit 
doublement périodique, simplement périodique ou rationnelle. Je me 
propose actuellement de déduire des conditions formulées par MM. Briot 
et Bouquet la proposition de M. Hermite. Je montrerai ensuite comment 
on peut éviter dans chaque cas particulier la détermination du genre 
de l’équation /{u,U)—=o. A la vérité, j'ai donné (*) une méthode 
générale pour trouver le genre d’une courbe algébrique, quelles que 
soient ses singularités; mais il y a avantage à pouvoir se dispenser de 
cette recherche. Je terminerai en indiquant sommairement les moyens 


(1) Journal de l'École Polytechnique, XXXVI* Cahier; Theorie des Fonctions ellip- 
tiques, 2° édition, p. 381. 

(2) Cours d'Analyse de l’École Polytechnique (autographié), année 1873; Proceedings 
of the London mathematical Society, t. IV, 1873. 

(3) Annales de l'École Normale, 2° série, t. XII, p. 186. 

(4) Zbid., p. 156; Mathematische Annalen, t XXIII, 1884. 
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d'obtenir par des opérations purement algébriques l'expression de la 
fonction quand on a reconnu qu’elle est uniforme. 


Désignons par (u) un polynôme entier en u, de degré au plus égal 
à 24, et soit 


Ur + U”! fu) +...+ Un fi(u) +... 
+ U? fin-2() + U fn-i(u) + fn(u) = 0 


une équation algébrique entre une fonction u et sa dérivée U = —- 


Je vais donner du genre p de cette équation une expression dont j'aurai 
à faire usage. 
Je partirai de la formule de Riemann 


2(p+m—1)=EE(r—-1)=N, 


dans laquelle r désigne le nombre des racines qui forment l’un des 
systèmes circulaires relatifs à un point critique de la fonction U. La 
sommation indiquée s'étend : 1° à tous les systèmes circulaires formés 
par les valeurs finies ou infinies que prend U en un point critique; 
2° à tous les points critiques de la fonction U, qu'ils soient situés à 
l'infini ou à distance finie. 

Occupons-nous d’abord des derniers. Soit 5; l’un des points où plu- 
sieurs racines deviennent égales : les unes seront différentes de zéro et 
fourniront à la somme N une partie M;; les autres seront nulles. Elles 
pourront être par rapport à (u — b;) de degré inférieur, égal ou supé- 
rieur à l'unité. 

Soit r;; le nombre des racines U = o qui composent un système circu- 
laire de degré inférieur à l’unité; leur degré étant au plus égal a1 — Fr 
nous le représenterons par (: — Eu). Le produit de ces r;; racines 
1+ hj; 
qui provient de ce système est (r;; — 1). 


est du degré r,, (: — ) = (ry — 1 — h;;), et la partie de la somme N 
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Soit s,; le nombre des racines U = o qui composent un systeme cir- 
culaire de degré égal à l’unité : le produit des racines de ce systeme est 


du degré s;;, et la partie correspondante de la somme N est (s,— 1). 
Soit t;; le nombre des racines U = o qui composent un systeme cir- 


. , 1+ L, »  e a 9 ol. . 
culaire de degré (1 + Eu), supérieur à l'unité : le produit des 
if 


racines de ce systeme est du degré (4;;+ 1 + d;), et la partie corres- 
pondante de la somme N est (4; — 1). 

D'après cela, le produit de toutes les racines U — o qui corres- 
pondent à u — b; est du degré 


Sry I — hi) + sy +) (t+ I+ dj): 
J / 1] | 


Si b; est une racine d'ordre B; de l'équation /„(u) = 0, le produit des 
racines de l’équation proposée F(u, U) = o est du degré de (u — 6,)*, 
c’est-à-dire du degré B; : on a donc 


(1) Very — hu) + + C++ by) = Bo 
j j 


J 


La partie N, de la somme N qui provient du point critique 5, a pour 
expression 


(2) Ni=MtY (ri + Ÿ (sn) + en). 
j j J 


Ajoutons membre à membre toutes les relations, (elles que (1), rela- 
lives aux points critiques b;, et désignons par ß le degré du poly- 
nome /m(u); il vient 


(3) y Vou a + Y Yeu YY ust 1 ET 
i | 


° 


iiej é 


De méme, ajoutons membre a membre les diverses relations, telles 
que (2), relatives aux divers points critiques 6;; il vient 


(4) DIET +Y Mou + Meu. 
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° . ole . R q qe e I | 
Pour étudier les points critiques situés à l'infini, posons u = =; et 


. . ‘ 0 +. dv 
introduisons, à la place de U, la dérivée V — 733 ona 


= — V u!, 


wl < 


Donc, si, pour une valeur de uw, r valeurs de V deviennent égales et 
forment un systeme circulaire, r valeurs de U deviendront aussi egales 
pour cette méme valeur de u et formeront un systeme circulaire. Nous 
n’avons à considérer que les systèmes circulaires formés par les valeurs 
de V qui correspondent à u=x ou à v=o. Ils sont déterminés par 
l'équation | 


Von (LE) vpn om fa (ENV sat) 0 


Pour ¢=0, cette équation peut admettre des racines égales. A celles 
qui ne sont pas nulles correspond une partie M’ de la somme N. 
Quant aux racines V = o, soit 7; le nombre de celles qui composent 
a ‘ id ’ I h' LI + . a . ° 
un des systemes circulaires de degre (: _ 1) inférieur à l’unité : 
. N. r; 
° . ‚2 ' I+ 17, __ ' ' . 
leur produit est du degre (1 77 )= (r;—1—h;), et la partie 








correspondante de la somme N est (r; — 1). 

Soit s; le nombre des racines V = o qui composent un systeme circu- 
laire de degré égal à l’unité : le produit des racines de ce système est 
du degré s,, et la partie correspondante de la somme N est (s; — 1). 

Soit ¢; le nombre des racines V = o qui composent un systeme circu- 
1+ f 

t; 
est du degré (¢;+ 1 + /), et la partie correspondante de N est (4, — 1). 
D'après cela, le produit de toutes les racines V = o est du degré 


Vy —1— hi) +3 y+ G+ 1+), 
Î j 


Ce degré étant égal à l’ordre de multiplicité 2m — 8 de la racine V =o 





laire de degré (: + ) supérieur à l’unité : le produit de ces racines 
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. ° I 
de l’équation 9 fn (=) =0,0na 
(5) Join + Yay + (G+i+ 5) = am— 8. 
j j j 


Par suite, la partie N’de la somme N qui correspond aux racines V = 0 
a pour expression 


(6) N'=d (r,—1) + 9 (s;—1) + ¥ (5 — 1). 
a? 
Ajoutons membre à membre les relations (3) et (5), nous trouvons 
(ryy—1t— hij) + Si + (ty +1+ di) 
PY 3 ES 
+ Sr, —ı—h,) + sj + (, +1+7) =am. 
- v2 


Or on a evidemment 


(7) 


N =) + M'+N', 


et la formule de Riemann devient 


a(p+m—1) =S N+ M'+ N’ 


ou bien, en vertu des équations (4) et (6), 


a(p+m—i) =) +) Sos ı) +) I y 1) +3 TG 1) 
é ij ig ë j 

+ M + Yin + Yin + SG. 
7 j 7 


Désignons par o le nombre total des systèmes circulaires formés par 
les racines U = o de degré égal à l’unité, par 7 celui des systèmes cir- 
culaires formés par les racines U = o de degré supérieur à l’unité, par 
9’ celui des systèmes circulaires formés par les racines V = o de degré 
égal à l'unité, par +’ celui des systèmes circulaires formés par les ra- 


(8) 
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cines V =o de degré supérieur à l'unité. Nous aurons 


SVey-n= Vas, Vin = Vie, 
io] i oy } 


Î 


DCE =) due, De 1) =) 67. 
ler: 


La formule (8) devient alors 


| 2(p+m—1) =) M+) Dry) +3 Nsj-2+) Due 
(9) 4 i ij i J i 
° | + M+ dir + dim + Lim 


Ajoutant membre a membre les deux équations (7) et (9), le terme 
2m disparait, ainsi que plusieurs autres, et il reste 


| xp —1)= YM eM +) Vay +S ny 
i | Î 


(10) / 


| —S 30 +17) Sth) (+ ett), 
| vd ha 


C’est la formule que nous avions en vue d’obtenir. 

Pour en déduire la proposition de M. Hermite, nous allons rappeler 
les conditions trouvées par MM. Briot et Bouquet. Les voici : 

Pour que l’équation irreductible 


Ur + U"' fu) +...+fin(u) =o 


admette une intégrale uniforme, il faut et il suffit : 

1° Que les coefficients /,(u), f.(u), ..., /m(u) soient des polynömes 
entiers, et, au plus, le premier du second degré, le second du qua- 
trieme degré, ..., le dernier du degré 2m; 

2° Que chaque racine de l’équation, tant qu’elle ne devient pas 
nulle, reste uniforme par rapport à u; 

3° Que chaque racine nulle et d’un degré plus petit que l'unité soit 
du degré 1 — —; p étant le nombre des racines du système circulaire 


auquel elle appartient ; 


[ 
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4° Enfin que l’equation différentielle, que l’on déduit de la proposée 
| I , . s 
en posant u = => présente pour v = o les mêmes caractères. 


La première de ces conditions a été exprimée dès le début; en vertu 
des conditions 2° et 4°, tous les nombres M; et le nombre M’ sont nuls: 
en vertu des conditions 3° et 4°, tous les nombres A,, et A; sont nuls. La 
formule précédente devient alors 


(11) p—)=—Y Yu) Sus gyre tees, 
iy) j 


Tous les termes qui figurent au second membre étant négatifs ou nuls, 
le premier membre ne peut être que négatif ou nul. Donc p ne peut 
avoir d’autre valeur que zéro ou un, ce qu’il fallait démontrer. 

Voici quelques conséquences de la formule (11). 

Supposons p —1. Le second membre de l'équation (11) doit être 
nul. On a donc 

sd = t= =O; 

c'est-à-dire que les racines U = o et les racines V =o sont toutes de 
degré inférieur à l’unité. Par suite, les deux premiers termes du sccond 
membre disparaissent d’eux-mémes, et l'équation (11) est satisfaite. 

Supposons maintenant p = o. L’équation (11) devient 


2=S Vet + + D) + ste ttt, 
ê | J 


Il est impossible que l’un des deux nombres c et o’ soit différent de 
zero en même temps que l’un des deux nombres + et 7’; car, si cela était, 
l'un au moins des deux premiers termes du second membre subsiste- 
rait; par suite, ce second membre serait supérieur ou égal à 3. 

En conséquence, ou bien + et +’ sont nuls tous les deux, ou bien © 
et o’ sont nuls tous les deux, c’est-à-dire que l’équation /(u, U) =o et 
sa transformée ne peuvent offrir à la fois des racines nulles d'un degré 
égal à l’unité et des racines nulles d’un degré supérieur à l'unité ('). 

Premier cas : t =t'=0. — Les deux premiers termes du second 
membre disparaissent; il reste 


2=0+ a’; 
(1) Theorie des Fonctions elliptiques, p. 402, Remarque. 
Ann. de P Ec. Normale. 3° Série. Tome ll. — Mans 1885. 14 
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donc, quand l'intégrale est uniforme, les racines U =o et les ra- 
cines V — o de degré égal à l’unité forment en tout deux systèmes 
circulaires, et deux seulement ('). 

Deuxième cas: 8 = —0o. — La formule (11) devient 


DIE: l;;) +S +5) ++ 7T, 
to] J 


[l.est impossible que + et 7’ soient tous deux différents de zero; car, si 
cela était, les deux premiers termes du second membre subsisteraient; 
par suite, ce second membre scrait supérieur ou égal à 4. 

Soit donc, par exemple, t’=o0. Le terme (1+ {;) disparait : il 


vient 
= 
2 =) Su +- l;;) +7, 
oJ 


ce qui exige t=1 et l;— 0. L'hypothèse r=o donnerait <= 1 et 

l=0. 

J . . . , e e 9 9 x 
Ainsi, quand lintégrale est uniforme, il n’y a qu’un scul systeme 

circulaire de racines U= o ou un seul systeme de racines V — o qui 

soient de degré supérieur à l'unité (7); et, si ce système comprend 


t racines, elles sont du degré ı + -(?). 


Nous allons maintenant revenir à la formule générale (10) pour la 
comparer successivement avec trois théoremes que nous avons établis 
dans notre travail déja cité (p. 181-186). Pour la détinition des para- 
mètres c et c, et les trois formes de l’équation f{u, U) = 0, nous ren- 
voyons au premier Chapitre de ce Mémoire. 


THÉORÈME |. — Pour que l'intégrale d’une équation différentielle alge- 


(1) Theorie des Fonctions elliptiques, p. 402, Remarque. 
(2) Ibid. 
(3) Tbid., p. 385-386. 
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brique F(u, U) = 0 soit uniforme et doublement périodique, il faut et il 
suffit : 1° que les paramètres c et c, soient tous nuls; 2° que l’équation 
proposée soit du genre un. 


THÉORÈME II. — Pour que l'intégrale soit rationnelle, il faut et il suffit 
que l'équation Fu, U) = o vérifie les conditions suivantes : 1° un au 
moins des paramètres c etc, est infini; aucun d’eux n'est fini et dif- 


Jérent de zero; 2° une seule valeur de u vérifie à la fois les deux equa- 


. d . . 
tions & — © el Er = © ; 3° si celle solution est u = b, les p valeurs de U 


qui deviennent nulles avec u— b et sont d’un degre supérieur a l’unite 


forment un seul système circulaire ; leur développement commence par un 
2 


1+ { . i+: . 
terme en (u— 6) Pet ne contient pas de terme en (u— b\ °. Si cette 
. 1 . . 
solution est — =v = 0, les p valeurs de V qui deviennent nulles avec v et 


sont l’un degré supérieur à l'unité forment un seul systeme circulaire; 


1 
+ — 


i e 
leur développement commence par un terme env Peine content pas de 


, 


2 
1+— . , 
terme env P; 4° l’équauon Flu, U) = 0 est du genre zero. 


Tatoreme III. — Pour que l'intégrale soit uniforme et simplement pério- 
dique, il faut et il suffit que l'équation Fu, U) = 0 verifie les conditions 
suivantes : 1° aucun des paramètres c el c, n'est infini; les valeurs de U 
qui deviennent nulles pour des valeurs finies de u et sont de degré egal à 
l'unité, ainsi que celles de VY qui deviennent nulles pour v = o et sont de 
degré égal à l'unité, forment en tout deux systèmes circulaires ; 2° l'équa- 
tion Fu, U) = o est du genre zero. 


Dans le cas oü les parametres c et c, sont tous nuls, que faut-il pour 
que l’équation proposée soit du genre un? Par hypothèse, il n’y a pas 
de racine U = o ou V= o qui soit d’un degré supérieur à l’unite. Done 


¢=o'=t=7=0. Par suite, les termes 22(1 +/,;) et Z(r + /;) dis- 
paraissent. La formule (10) devient 


o= SMM + YY hy +S ii, 
é ‘ i 


On en conclut M=M’=o et A;=Ah,= 0. Donc d'abord toutes les 
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racines multiples différentes de zéro sont uniformes aux environs des 


. . ee . f} I . 
points critiques; en outre, toute racine nulle est de degré ı — —-> si 
. ij 


elle appartient à un système composé de 7;; racines. 

Dans le cas où les paramètres c et c, sont tous finis et n’ont que 
deux valeurs distinctes, il n’y a aucune racine d'ordre supérieur à 
l'unité. Done + = +’ = 0; les deux termes mentionnés plus haut dispa- 
raissent encore. Enfin la somme c + 5’ est égale à 2. 

Que faut-il pour que le genre soit zéro? La formule (10) se réduit 
dans le cas présent à 


o =Y + w+) DXZ +Ÿ à, 
i ee | / 


On en tire les mémes conclusions que précédemment. 
Supposons enfin qu’aucun des parametres c et c, n’est different de 
zero, qu’un seul d’entre eux est infini, et que les ¢ racines nulles 


. N . . . . I , . . 
forment un systeme circulaire unique du degré 1+ >; c'est-à-dire que 


++’ est égal a1 et que 7 et 7’ sont nuls. 

Que faut-il pour que le genre soit égal à zéro? 

Supposons d’abord = =1, += 0. Le terme (1+ k;) disparait; le 
terme SE(1 + /;) se réduit à l'unité, et il vient 


0 =) + M' +) Sy +) hi; 
a : y i 


d'où les mêmes conclusions que précédemment. On les retrouverait 
encore en supposant 7 — 0 et “= 1. 

En résumé, quand une équation f(u, U) = o de l'espèce considérée 
vérifie, abstraction faite de son genre, les conditions de nos trois 
théorèmes, la condition relative au genre revient dans tous les cas aux 
suivants : 

1° Chaque racine U, tant qu’elle ne devient pas nulle, est une fonc- 
tion uniforme de wu; 

2° Chaque racine nulle et d’un degré inférieur à l'unité est du 


degré 1 — -» si elle fait partie d’un système circulaire de p racines; 
P 
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3° L’equation transformée / (=; — =) =o présente pour v= 0 les 
mémes caracteres. 

On peut vérifier ces conditions par de simples divisions et élimina- 
tions, ainsi que je l’ai montré antérieurement. Je vais indiquer un nou- 
veau moyen, plus simple, de reconnaître que les racines U et V (pour 

= o) restent uniformes, tant qu’elles ne s’annulent pas. Je ferai usage 
de quelques lemmes qu’il suffira d’énoncer à raison de leur évidence 
immédiate. 


Lemme I. -- Étant donnée une fonction algébrique y qu admet n déter- 
manations pour chaque valeur de la variable x, si au point x = o plusieurs 
de ces déterminations deviennent égales, pour qu'elles soient aux environs 
de l’origine des fonctions uniformes de x, il faut et il suffit que celles des 
différences y; — yı qui deviennent nulles pour x = o soient toutes de degre 
entier par rapport à x. 


Lemme II. — St, au point x — 0, l'une des determinations y, de y devient 


e , I I . . . . 
nulle, les n — ı differences ya Jn deviennent infinies en ce point. 
k n 


I n’y a d'exception que si la difference y, — y, est nulle elle-même 
avec x, et si son degré est au moins double du degré commun de y, et 


de Ye 


Lemme IH. — Si pour x = o plusieurs determinations de y deviennent 
égales, les unes étant nulles, les autres différentes de zero, pour que ces der- 
nieres soient aux environs de l'origine des fonctions uniformes de x, il 


faut et il suffit (sous réserve du cas d'exception) que celles des differences 


I I ° . , e ’ . 
my Les deviennent nulles pour x = 0 soient toutes de degre entier par 
Jk ! 


rapport @ x. 


Cette proposition est une conséquence des deux précédentes. 


Lemme IV. — Étant donnée une équation algébrique irréductible 
f(x, y) = 0, st pour x =o plusieurs determinations de y deviennent 


nulles, et sont du même degré F (q etant premier avec p), si de plus elles 


se distribuent en systèmes circulaires composes chacun de p racines, leurs 
développements en série différent dés le premier terme. 
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En effet, ayant posé x = x”, y = tx”, l’équation /(x?, tx?) = 0 se 
réduit pour z’=o à une équation en ¢ dont toutes les racines sont 
simples; car, si deux d’entre elles étaient égales, les racines ne seraient 
séparées que par une approximation ultérieure, et l’un au moins des 
systèmes circulaires qu’elles formeraient se composerait de racines en 
nombre égal non à p, mais à un multiple de p. 


Cela posé, on formera l’équation dont les racines w sont les diffe- 

I I . . , . , . 

rences — — - des inverses des racines de l’équation proposée. Soit 
U U a“ 

»(w, u) = o cette équation, et (u) l'ensemble de ses termes indépen- 

dants de w. Il suffit évidemment d'effectuer un certain nombre de divi- 

sions algébriques pour former les polygones de Newton relatifs aux 

diverses racines w qui deviennent nulles avec le polynôme (uz), et par 

suite pour trouver leurs degres. 


Soit u= b une racine de y(u). Si pour u= b l'équation proposée 
9 ® ’ a [4 I I e e 
n’adınet pas de racines U égales à zéro, les valeurs > jr sont assimi- 
k ! 


lables aux racines y;, y, considérées dans le lemme I. Pour que toutes 
les racines U restent uniformes aux environs du point 8, il faut et il 
suffit que les racines w nulles avec (u— 6) soient toutes de degré 
entier par rapport à (uw — b). 

Si pour u= b l'équation proposée admet à la fois des racines mul- 
tiples différentes de zéro ct des racines nulles, nous supposerons 
d'abord que ces racines ne soient pas d’un degré égal à l’unité. | 

A deux raciues nulles U,, U, de degré différent, correspondent dans 
l'équation en w des racines infinies (lemme II). Deux racines U,, U, 
nulles et de même degré sont dans les conditions du lemme IV : leurs 
développements different des le premier terme. Le cas d'exception du 
lemme II se trouve écarté. Le lemme IV est donc applicable, en assimi- 
lant U, et U, à y, et à y,. Ainsi il faut et il suffit que les racines æ nulles 
avec (u — b) soient toutes de degré entier. | 

Supposons enfin que pour u = b l'équation proposée admette des 
racines multiples différentes de zéro, et des racines nulles, dont plu- 
sieurs pourront être de degré égal à l’unité. Celles-ci ne peuvent, 
comme on sait, former plus de deux systèmes circulaires. Or on con- 
naît en fonction rationnelle des coefficients de l'équation proposée les 
deux valeurs de u telles que 6. On pourra donc séparer les racines 
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nulles de degré egal à l'unité et compter combien de couples de ces 
racines (U,, U,) auront une difference de degré supérieur a 2. Soit n 
ce nombre. L’équation en w admettra an racines nulles de degré frac- 
tionnaire, ni plus ni moins. Sauf ces 27 racines de degré fractionnaire, 
toutes les racines nulles de l’équation en w sont, d'après ce qui pré- 
cede, de degré entier par rapport a (u — b). C’est la condition néces- 
saire et suffisante pour que les racines U qui deviennent égales sans 
sannuler au point u = soient uniformes aux environs de ce point. 

Le cas d’exception que nous venons de traiter ne peut se présenter 
que si l'intégrale, supposée uniforme, est simplement périodique. 

Où n'aura qu'à répéter sur l'équation transformée les opérations 
ci-dessus indiquées pour s'assurer que les racines V restent uniformes 
aux environs du point y = o tant qu'elles ne s’annulent pas. 


m. 


Ayant reconnu que Vintégrale u est uniforme, voici comment on 
pourra l’obtenir. 

Dans un important Mémoire (') publié récemment, M. Neether a 
montré qu’on peut, par de simples opérations algébriques et sans 
résoudre aucune équation de degré supérieur a 1, obtenir toutes les 
courbes adjointes d'une courbe donnée, quelles que soient ses singula- 
rites. Par suite, on saura exprimer en fonction d’un parametre les coor- 
données de toute courbe de genre zéro ou un. . 

Si donc la fonction x est rationnelle ou simplement périodique, 
l’equation Ju, U) =o étant alors du genre zéro, on sera ramené a 
intégrer une différenticlle rationnelle (?). 

Si la fonction u est doublement périodique, l'équation /(u, U) =o 
est du genre un : on aura | 


“= ule, VR (t) |, b= 114, VR(e) |, 





a i ee ee ee eee nn _ _— 


(1) Rationale A usfihrung der Operationen in der Theorie der algebraischen Functio- 
nen ( Mathematische Annalen, t. XXI, 1884). 
(2) Foir notre Mémoire déjà cité, p. 145 et suiv. 
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R:¢) représentant un polynôme entier du quatrième degré en (, 
R(¢) = e+ a@+ b+ ct +d. 
De ces expressions de wu et U on déduira 
du _ dt 
Ug VR) 
g étant une constante. Effectuons maintenant la transformation indi- 


quée par M. Hermite pour ramener une intégrale elliptique de pre- 
miere espece 4 la forme canonique de M. Weierstrass : posons 


ds = 


vi é) étant le hessien de la forme biquadratique R(z); il vient 


4 db 


ds = + —__“___. 
& /48— 1,6—I, 


Par suite, 6 s'exprime au moyen de z par la fonction p de M. Weier- 
strass. Soit p’ la dérivée de cette fonction. En éliminant ¢ entre les deux 
équations | 


u=$[e,/R(2)], 8 — Ra 


on obtiendra uw en fonction rationnelle de 6 et de v4 — 1,6 — 1,, 
c'est-à-dire de p et de p’. L'intégration sera effectuée. 
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CINQUIEME PARTIE. 


Les polynömes Uyns..., peuvent être compris dans une formule géné- 
rale. Soient toujours 


R=nms...r, T=n!mtsk...r\, 


U = Ga'='mhaiskan... im V — Dr tenhishs.. tet 


3 ’ 


À le nombre des facteurs de R; C, D des nombres quelconques premiers 
entre eux. Désignons par P,„(U,V) le produit de facteurs représentés 
par Ut — VF, dans lesquels x exprime successivement toutes les com- 
binaisons p à p des À facteurs de R. Ainsi l'on a 


Ps amr(U, V) — (Ur — Van) ( Urr — Var) (Umr — Var), 
Pi amr( U,V) — (Ur — Va) (U"— vr) (Ur — Vr), 
Poamr(U, V) = U — V. 

Les polynômes IT, sont donnés par la formule suivante : 


(11) Ty — _Pan(U, V)...PanÇ(U, V)PirCU, V)., 
*~ Pour CU, V)...Psr CU, V) Por (U, V) 


Les indices À, À, 2, ..., 3, ı des facteurs du numérateur sont de 
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114 A. LEFEBURE. 


même parité, il en est de même pour le dénominatcur. Pour fixer les 

idées, j’ai supposé À impair, de sorte que les indices impairs sont au 
numerateur, et les indices pairs au dénominateur. 

© Lorsque T est impair dans les diviseurs H'T + 1 qui composent IT,, 

on obtient de nouveaux polynômes dont les diviseurs sont toujours de 

même forme, si l’on change V en — V dans la formule (11). 

La démonstration de cette proposition est analogue à celle qui a con- 
duit à cette formule. Elle présente seulement quelques modifications 
dans le cas où T ne contient qu’un seul facteur n‘; cas qui a été l'objet 
de la première Partie de ce Mémoire. Je vais m’y arrêter. 

On a démontré, dans celte première Partie, que les diviseurs pre- 
miers de la fonction F,,(U,V), c'est-à-dire de 


U” 1.4 Cr 2V+...+<UVr2…+ Va-1, 


dans laquelle U=C””, V = D“, sont de la forme H’n'+1. Je me 
propose d'établir que le polynôme U”! — U"-?V +... —UV"-?+ V""'," 
que je représente par F,(U, — V), a pour diviseurs premiers des nom- 
hres de même forme H’n’+ 1. 

Je suppose D = 1, d'où V = 1; le cas général, où D aurait toute autre 
valeur, s'en déduirait, comme on l’a vu dans la premiere Partie. 

Soit p un -diviseur premier quelconque de F,(U, — V), il est de la 
forme Hz + 1; je démontre d'abord que H est un multiple de n. En effet, 


ona 
F,(U, —1) =0 (modp), U*+1=0 (modp). 


Cette dernière relation s'obtient en multipliant F,(U, —1) par U +1. 
U est une puissance n°; soit a„ le résidu de U divisé par p, a desi- 
gnant la base des résidus, ona 


U=a, (modp), @n,=p—t. 


Cette valeur du résidu a,,, se déduit de la relation U" + ı=o(modp). 
an he peut être le résidu négatif — 1, ou, en d’autres termes, p — 1, 
car F,(U, — 1)=0 (mod p) donnerait n=o0(mod p), ce qui est impos- 


. 0. ' . I . oe 
sible. Ainsi l'on ne peut avoir m= —; am ne peut être units, car, en 


l’élevant à la puissance n“"*, le résidu a,,„, que l’on obtiendrait, serait 
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encore l'unité, et l'on a vu que ce résidu est p — 1. On n’a donc pas 
m = I. 

Désignons par r et s deux nombres de même parité, pairs par 
exemple, et dont la différence soit 2; @ys, Am, sont des résidus dif- 
férents. En effet, sils sont égaux, il faut que leurs indices soient 
égaux, ou que la différence de ces indices soit un multiple de H. Les 
indices ms, mr ne sont pas égaux, puisque s et r sont des nombres dif- 
férents. Il faut done que 


ms—mr=eH, m(s— r)=ell, m =:l. 


Comme m est moindre que H, il faut que 2 soit plus grand que €, d’où 


II . .: . 
EI, m= —) ce qui n'a pas lieu, comme on l’a vu. Ainsi as Ar sont 


des résidus différents. De plus, élevés à la puissance n'*™*, ils donnent 
deux résidus Ans Amrn Egaux, égaux à l’unité, puisque 7 et s sont 
pairs, et en vertu de a, =p — 1. On est donc dans le premier des 
deux cas dont il est fait mention dans la première Partie; donc H est 
divisible par z et p est de la forme H’n? +1. | 

Nous nous sommes appuyé sur ce que l’indice du résidu négatif — 1 


H ., . . , . . 
est — En effet, si dans les — groupes de r résidus, qui comprennent 
tous les résidus des puissances r“*"% des nombres divisés par p dont 
il est fait mention dans la première Partie du Mémoire, on fait r= 2, 
ces groupes deviennent 


= a a = ... = D, 
a aM Ps a+ 2+1 P) , ran P 


Il en résulte que les indices de deux résidus égaux et de signes con- 
. . H ; I pps 
traires ont toujours — ou un multiple de — pour différence. Comme a, 


représente le résidu 1, a, est donc le résidu négatif — ı ou, en d’autres 
? 
lermes, p — 1. 


Je remplace U par sa valeur C* dans F,(U, — 1) et dans U” + 1, il 


vient 
F,(C2'"', —1)=0 (modp), (C*'+1=0 (mod p). 


Je désigne par a, le résidu determine par C*, de sorte que l’on a 


C’=a,(modp), CH "= asa-ı (modp), Cr =agu-1(Modp), ani — I. 
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La dermere relation se dedait de C”— 10 modp'. Le rendu a,, . ne 
pen fire je rendu négatif — 1, car, S'il était — ı. la relation 


Fic?" —n=o.modp' 


donnerait 
n=0 ımodri. 


ee gai est impassihle. Mais, à on l'élève à la puissance 7% il conduit 
an resdn — 1, en vertn des a... = — 1. Done a... est Ton des remdas 


de ta seme 
An Ay BR... ee 


- #- ] 


a= Dod pi. 
~ op . A. : oe =. 
Cente seme fan partie des — séries menbonnées à la premiere Partie. 
qui comprennent tons jes restdas, «1 dans lesquels on fail 7= 2 Cest 


celle dont bes termes. eleves à la puissance 2", donnem le residu — 1. 
En efiet, ona 


n = "a = — 1. 
“ eu | CET mond / N AU. | 
\ 79 & = _ 
Nresnlie de ce qui prectde gore Ton don avoir 
A ch 
fon Mw we eT T hf. ont M io — on. 


8 e 


En designant par & un nombre gui ne peut dapasser 7 — 1: 1— 22 
ne pent etre divisihie par a. car la plus grande valeur de & etant n — 1. 
eee de ı - pe CR an—ı Pons. si ı— 2e eta divisible par rn. on 
aurai 


J- "Sit H 


ot, par RUN. i viendrai! 


Her -:- Ag. Ma: Tw 


agalites qu n'ont pas lien, car on a etabh preeedemmen! que a. ne 
pout dire de restda - 1. Am ı 26 test pas diviathle pat a: i: resulle 
dane de Pogalite sens oie oem ose gue H eu devisthle par 
a, tn, par suite, que gi oct de dy fare ne 1. ee gui tallun de- 
manitoT, 

Nas avons Upper, duns cc qui precede, Tamar. et nats venens 
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de voir qu’en changeant V en — V dans la formule (11), on obtient 
encore des polynômes dont les diviseurs sont de la forme HT + 1. 
Quand T est pair, la formule (11) donne aussi des polynömes dont les 
diviseurs sont de la forme H’T + 1, mais en y introduisant une modifi- 
cation; R dans cette formule ne devra pas comprendre le facteur 2. 


Posons 
R=2R,, R=ms...r, 


les nouveaux polynömes seront donnés par la formule suivante : 


(12) -_ Po. m," (U, —V)...Pır(U,—V) 


U — Gattmhmtsk-t. rit V — De 'mhzısin... DE 


9 


En effet, comme R, est impair, il résulte de ce qui précede que le 
second membre de la relation (12), et par conséquent II,, a pour divi- 
seurs des nombres de la forme Hm*s‘...r!+1ı. Il reste à établir 
qu'ils sont aussi de la forme H’.2°+ 1: ils seront alors de la forme 
H’.a'm*s* „+1, HT +. 

De la relation (12) on déduit l’égalité 


UR + VR = Lil,, 


en appelant L le multiplicateur de IT;, et en remarquant que 


. Pau, CU, —V) 
est égal à . 
UR + VR, 


L est un polynöme entier, comme on le reconnaitra plus loin. 
Je pose 


Qh sk... eT — C, Det st... eT D,, dot UR— CH, Vi — pte, 


on en déduit 
a D!'= Lil; 


Ci" + DI” est la fonction F,(CH”,D7”') dans laquelle on a # = 2; on 
a vu dans la premiere Partie que les diviseurs de cette fonction sont de 
la forme H'n'+ 1: donc les diviseurs de C’'+ D" sont de la forme 
H’.2°+ 1. Comme la démonstration qui a été donnée se moditie pour le 
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cas particulier de 2 égal à 2, je vais entrer dans quelques details à ce 
sujet. 

Je suppose D, = 1: le cas où D, aurait une valeur quelconque s’en 
déduit. 

Soit p un diviseur quelconque de Cy '+ 1; il est de la forme H.2 +1, 
comme tous les nombres premiers impairs, et ici je ne m'occupe pas 
du diviseur 2. On a 


4 +ı=o (modp). 
II est divisible par 2; en effet, soit a, le résidu du carré Cy ', obtenu en 
divisant ce carré par p, on a 


dy+1=0 (mod p). 


En vertu de CT" + 1==0(mod p), a, est donc le résidu négatif — ı. 
On a vu, dans la premiere Partie, comment les p — ı premiers nom- 
hres 1, 2, ..., (p — 1) se groupent en H séries de nr nombres chacune, 
et telles que les puissances ni des n nombres d’une même série 
donnent lieu à un même résidu. Ici, pour 2 = 2, chaque série est com- 
posée de deux nombres dont la somme est p, et ces deux nombres sont 
nécessairement situés à égale distance des extrêmes de la suite 1, 2,..., 
{p — 1). L'une de ces séries est donc 1 + (p — 1) — p. Elle est formée 
de deux résidus, puisque l'unité est toujours résidu, et (p — 1) est le 
résidu @,. Comme les deux termes de cette série sout résidus, il en 
résulte que H est divisible par 2, et, par suite, que p est de la forme 
H’. 27+ 1. 

Soit actuellement a, le résidu que l’on obtient en divisant C} par p; 
on en deduit 


Ct= a, (modp}), C"7'=a,u-: (modp), Ss =— 1 (modp). 


Cette dernière relation s'obtient en vertu de CF" + ı=o(modp); 


Ay... est donc le résidu négatif — ı, qui a pour expression a„. On a 
1 


donc les inégalités suivantes : 


u | 
Asgi-1= ay, sam’ = +sH, s.af-'= Hıı-+ 2s). 
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Comme 1 + 2e est impair, il résulte de ces égalités que Il est divisible 
par 2", et par suite que p est de la forme H’.2‘+ 1. 

Ainsi les diviseurs de Ci‘ + DE sont de la forme H’. 2° + 13 il en est 
donc de même pour ceux de II,, en vertu de la relation ‘+ Di =LI, 
indiquée plus haut. Les diviseurs de IT, dans la relation (12) sont donc 
de la forme H’T + 1, ce qu'il fallait établir. 


SIXIÈME PARTIE. 


Je me propose de rechercher la composition des polynömes de la 
forme UR— V", dans lesquels on a 


LU — Cat ml tele tot V — Dati tt R —nms...r. 


Designons par À le nombre des facteurs de R; l'égalité (11) donne, en 
vertu de P,,(U, V) = U® — V*, 


. R_ WVR 
(13) UN Po-a(U, V)...Pir(U, V) 


Hy. 


Si l’on considere les cas de À = 2, R = nm: A= 3, R = ur. on a 


P,,nm(U,V) II 
Po,am(U,V) ™m 
P,,nm(U, V) — (Ur — vr) (Um — vr), 
Poam(U,V) =U—V; 


(jam __ Va m — 


d’où l’on déduit 


(Ur — Va) (Ur — vr) n 


Lam —_ \ nm — Ü = v | nus 


Ur — Yam —.- (U — Vu, II, | 


On a également 

Pynmr( U,V) Ponmr(U, V) Il ; 
Py nmr (U,V) in 

Pam CU, Y) = UÙ — V, 

D pr CU, V)=(U — VPN, 11, R,. 

Pam CU, NV) = (U — VI TE LE Maa Wa es 


Ur — Vamr — 


ce qui conduit à 


Urmr — Vanr — (U — V)I, 1.0, I, UÜamr: 
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Représentons d'une manière générale par P,A11 le produit de fac- 
teurs de la forme TI,, où l’indice p exprime successivement toutes les 
combinaisons p à u des facteurs nms...r de R. On a ainsi, par 


exemple, 
Py amr ll =H, H,, ll,, P,,amr]l = Tamar Ors 


en adoptant cette notation, la valeur de U” — V”” peut s’ecrire 
comme il suit : 


Urmr _ Yamr— (U — V) (Pinmri) (Penmr) (Pi nmrll). 


La forme de ce développement du polynôme U* — V*, où R contient 
trois facteurs, se retrouve quel que soit le nombre des facteurs de R : 
c'est ce que je vais établir. 

Soit R = nams...r; À le nombre des facteurs de R. Je suppose qu'il 
ait été démontré que cette forme de développement s'applique à toute 
expression, telle que Ut— VE, où le nombre des facteurs de p serait 
moindre que 2; je démontre que U* — V', où le nombre des facteurs 
de R est }, se compose de la même manière. Alors, comme la proposi- 
lion est vraie quand le nombre des facteurs de p est 1, 2, 3, elle sera 
encore vraie pour quatre facteurs, pour cing facteurs, et ainsi de suite. 

Pour obtenir les égalités qui suivent, je fais usage des nombres de 
combinaisons que donnent successivement À, À — 1, À — 2, ... lettres, 
prises 2 à 2, 3 à 3, .... Je désigne par 1, À, Ay, dns ..., À, Avy À, 1 les 
coefficients du binôme (« +6); pareillement par 1, a, a,, ..+) @y, a, 1; 
part, 5, b,, ..., b,, b, 13 par 1, c, Cy, ...,c,, Cy 1, ..., ceux des 
binömes («+ 6)*, (a+), (a +6)°,.... Pour fixer les idées, je sup- 
pose À impair. On est conduit aux égalités suivantes : 


| P,.r(U,V) =(U—V)', 

Pyr(U,V) =(U— V) (Pam), 

P,r(U,V) = (U— V)A (Pin) (Pam), 
P;r(U,V) =(U— VA (Py nll) (Poa)? (Pam), 


Po-sa(U, V) = (U — V)% (Py all) (Pay ll) (Pan), 
Par CU, V) = (U — V} (Py yl) (Poy) (Par). (Pan ni)! 


Pour, V) = (U — V} (Py Rl)? (Par) (Pr)... (Pa or)? (Pay)! 


La suite des exposants de U — V est formée de coefficients du bi- 
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nöme («+ 6), si l’on excepte le dernier coefficient qui est l'unité. 
Pareillement l’ensemble des exposants deP, „TI, P,aIT, P,aIT, ... repre- 
sente respectivement les coefficients des binömes (a + 6)*, (« +6}, 
(a +6). . ., moins les derniers coefficients. Si je remplace, dans l’ex- 
pression du polynôme U"— V* donné par l'égalité (13), P,„(U,V), 
P,,(U,V), ... par leurs valeurs déduites des égalités (14), on reconnaît 
que, dans le développement de U® — V¥ ainsi obtenu, U — V, P,,N, 
Pin, Psall, ... ont respectivement pour exposants 


dia À HI, @— A, + at... tum, 


b--b+ b,—...--b+1,,¢-—¢, te,t... 40-1, ... 


n 


Dans les différents binömes (a — 6)*, (a — 6)*, (a — SP, (a — 6), ... 
je fais ¢ = 6 =1; ces binömes deviennent nuls et conduisent aux éga- 
lités suivantes, en remarquant que À, 6, ... sont impairs, et que @, ¢, ... 
sont pairs : 


I—= A —Iı-H dar... HT, Pm a—ayt...ta—-t, 


1—b--b,~-...--b+1, I=C—C +. +C—1, ...4 


les seconds membres sont les exposants de U—V, P,,fl, Ponll, .... 
Donc ces exposants sont l'unité, et l’on obtient ainsi 


(19) UR — yk = (U = V) (Pi Rl) (P, rll). . (PR) (Pal). 


Telle est la forme générale du développement de U* — V*. 
Dans ce développement, les diviseurs de P, AIT, Pa all. . ., Py, II sunt 
respectivement, comme il a été dit, de la forme 


ati, Hm’”+ı, ...; Wntmt"+ı, Wats +1, ...; 


H’s4mes*.. rt +r, WT +. 


L'égalité (13) donne un développement analogue du polynôme U" + V", 
quand R est impair : il suffit d'y remplacer V par — V. Les mêmes rai- 
sonnements y conduisent. Ces raisonnements s'appliquent également à 
la relation (12), où R, est impair. Dans l'égalité UO" + V" = LT, qui 
s’emdeduit, LI, présente une composition pareille. 
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SEPTIEME PARTIE. 


La suite des nombres premiers de la forme H’T-+ ı est illimitée, 
quel que soit le nombre entier que T représente. 

Cette proposition a été deja démontrée par M. Genocchi d’une ma- 
niere différente. 

Si T est impair, il résulte des théoremes exposés dans ce Mémoire 
que les polynömes U* — ¥*, U* + V® ont tous deux, parmi leurs divi- 
seurs, des diviseurs de la forme H'T +1. 

Supposons T pair, les polynömes U* — V*, U™ + V™ ont aussi néces- 
sairement des diviseurs de la forme H’T + 1; U™ + V" est donné par la 
formule {12' qui a conduit à U" + V™= LN,. Dans cette formule, C 
et D sont quelconques, pourvu qu'ils soient premiers. Je puis donc y 
remplacer C et D parC? et D?, et, par suite, U et V par U? et V?; la rela- 
tion U" + V"= LI, prendra la forme U"+ V*= L'T,, puisque R = 2R,. 
Ainsi, si T est pair, les deux polynömes U* — V", U*-+ V* ont encore 
des diviseurs de la forme HT + 1. | 

Cela posé, considérons les polynömes U*— \*, L*-- \*, dans lesquels 
R est pair ou impair; ils ne peuvent avoir que 2 pour facteur commun; 
en effet, leur somme 2L" et leur différence 2 V* n’ont que 2 pour divi- 
seur commun, puisque U et V sont premiers entre eux. Donc les divi- 
seurs premiers de la forme H'T + 1 de U* — V* et U* + V" sont différents 
entre eux. Il en résulte que le produit .U*— V*) L* + V*) ou, en 
d’autres termes, ,U? *— , ¥?)}*, contient au moins deux diviseurs de la 
forme HT + 1. 

Les deux polynömes ‚U? *— (V?*, (U? "+ (V?'® ont, comme les 
précédents, des diviseurs de la forme H’T + ı, puisque, d'après les 
explications qui precedent, C et D peuvent étre remplacés par C*, D? 
dans U"+ V", sans altérer la forme de ses diviscurs. Le produit 
[(U23*— VL Ur + VV], c’est-a-dire ,U*}" — , V2 a donc au 
moins trois diviseurs de la forme H’T +1, et ainsi de suite. Plus a, 
dans l'expression (U?*) — (¥2")", augmentera, plus le nombre de ses 
diviseurs de la forme H’T +1 sera considérable, et, comme rien ne 


limite a, la suite des nombres H’T + 1 est aussi sans limites. 
e 
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SURFACES A GENERATRICE CIRCULAIRE, 


Par M. G. DEMARTRES, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE DOUAI. 


PREMIÈRE PARTIE. 


I. 


1. Considérons un systeme invariable dont la position dans l’espace 
dépende d’un paramètre unique /, et soit OXYZ un trièdre trirectangle 
faisant partie de ce systeme. Le plan XOY enveloppe une surface déve- 
loppable et l'axe instantané de rotation relatif au point O se trouve 
dans un méme plan avec OZ et la caractéristique du plan XOY. Sup- 
posons que OX ait été pris parallele à cette caractéristique, on pourra 
passer d’une position du systeme à la position infiniment voisine par 
une translation égale et parallèle au déplacement du point O, suivie 


d’une rotation. Soient 
u di, vdi, w dl 


les composantes du déplacement de O suivant OX, OY, 07; 
pdl, rdl 


les rotations composantes autour de OX, OZ. 

Les coordonnées d’un point quelconque de l'espace par rapport à 
ces trois axes mobiles sont, en général, des fonctions de / et de deux 
autres variables 9, 4, dont dépend le mouvement relatif du point; si 
l’on désigne par dx, dy, dz les différentielles totales de ces coordon- 
nées, par dx, dy, dz les accroissements qu elles acquièrent relativement 
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à un système d'axes fixes qui, avant le déplacement, coincideraient 
avec les axes mobiles, on a 


sr = dx —\u-ry idl, 
7. (oy= dy +is +rr— psidil, 
63 — ds — iw — pr) dl. 
De même, si A, B, C désignent les cosinus directeurs, relativement 
à OX, OY, OZ, d’une direction variable, suivant une loi quelconque, 


ona 
4A — dd — rB dl, 


RE eB = 4B— (ri — pli dl, 
Isc =. — pB at. 


Les quantités qui figurent dans ces formules ont un sens géomé- 
trique très simple. 

Si Pou choisit pour / l'are de la trajectoire du point O, a, v, w sont les 
cosinus directeurs de la tangente à cette courbe, relativement aux axes 
mobiles: il est d'ailleurs préférable, pour ne pas écarter le cas où le 
point O serait fixe, de ne pas fixer a priori le sens de cette variable /. 

Quant à p dl, r di, ce sont évidemment les angles de torsion et de 
contingence de l’aréte de rebroussement de la surface enveloppée par 
le plan NOY. Les équations de la caractéristique sont 


so 


> we — Pr = oO. 


Si Fou considère le point où cette drutte coupe l'axe OY, om pourra 
caleuler les variations de ses coordonnees à l’aide des relations 1): on 
aura de mème les variations des cosinus directeurs de OX, en faisant 
A=1, B= C=o dans les formules (2'; on obtiendra aiusi les équa- 
tions de la caractéristique infiniment voisine et, par suite, les coordon- 
uées du point correspondant de l’arete de rebroussement; on trouve 
alası | 

" Ut, 
IN WH PY aN B= - | - }. 
un accent désignant, ict et dans la suite. ume dérivée prise par rap- 
port à /. 


De 


SUR LES SURFACES A GENERATRICE CIRCULAIRE. 12 


2. Considérons maintenant, dans le plan XOY, un cercle de centre O 
et de rayon variable R. Ce cercle, si R est une fonction de / seulement, 
engendrera une surface cerclée de l’espece la plus générale, et toute 
ligne tracée sur cette surface pourra étre considérée comme la trajec- 
toire absolue d’un point M ayant, sur le cercle, un mouvement relatif 
determine. Soit o l’angle MOX; les coordonnées de M étant R cos, 
R sing, o, nous aurons (1) 


z—=udl+(R'cosp — rRsins) d!—Rsine de, 
‘= vdl+ R'sins di + Rcose do + rR cos di, 
3 — (+ pRsine) dl. 


Oe © 


os 


Nous poserons 


4 


| M= «cose + esing +R, 
(3) ‘“N=rR+vecose—using, H?= M+ Q°, 
Q = + pRsing, 


et nous aurons, en appelant os le déplacement infiniment petit du 
point M, : l’inclinaison de ce déplacement sur la génératrice circulaire, 
le Tableau suivant : 


dr = Mcose.dl--.(Ndl-+ Rds) sing, 
6y = Msing.dl + (Ndl+ Rdo) cosg, 
és = Q di, 


6s*— (M?+ Q") di?+-(Ndl+ Rado)’, 
össinö = Hdl, 


L'aire comprise entre deux cercles infiniment voisins est évidemment 
| 27% 
(5: d3=Rdl [ Id. 
* 0 


C'est, comme on voit, une intégrale elliptique dans le cas general; 
elle s’obtient à l’aide des fonctions élémentaires si M et Q, envisagés 


comme fonctions de tang =, ont un facteur linéaire commun; nous ver- 


rons, dans la seconde Partie, que c’est la condition nécessaire et suffi- 
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sante pour que la génératrice considérée ait un point commun avec la 
generatrice infiniment voisine. 

Observons aussi que les trajectoires orthogonales des génératrices 
ont pour équation 


(rR + cose — u sing) dl+Rd>y=0. 
Nous y reviendrons dans la seconde Partie. 
3. Courbure géodésique. — La quatrième des équations (4) peut 


s écrire 
3s? = (H? + N°) dit + aRN dildo + Rider. 


9 a ° I , ’ so ( 
D’apres la formule connue, si désigne la courbure géodésique 
. & 


d'un élément incliné d’un angle i sur la courbe / = const., w l’angle 
des deux lignes coordonnées, on a 





Ry IP+N? . d(Rcosé)  O[VH'+ N'cos(w — £) | 
——_—__—_—<—— Sine = —__—_ 72 ———————————_—___—— 
2 al de 
Or ici 
Ne IL N . N cost + Hsing 
(6) SN GO — —————> (0OSWI ———) cos(w — !) = ——————_—X—"J 
\/H? + N° H? + N° , H? + N° 
d'où 
_ RH d(R cost) — _ O(N cosi + H sin?) 
Développons le second membre de cette équation et remplacons-y 
a N dl+ Rd» 
sinz, cos par H— > 7? il vient 
Ss 
= = R'(Ndl + Rdg) — = (NAL + R de) — 15, de 
€ 
di I 
RU gd! + NHS dl — (N dt + Rdy)H 5. 


Si nous tenons compte des relations (3), cette équation se simplifie 
et devient 
| oH 


Si RH © * = (MN —H Ur RM de … RH di. 
Pr Ô 
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On aura, d'après cela, les lignes géodésiques, en intégrant les deux 
équations simultanées 


0 
(Nal-+-Rap)sini=Hadlcosi. 


MR (MN —H Se ) dl + RM de — RI di =o, 
. Q) 





4. Normales, plans tangents. — Soient A, u, v les cosinus directeurs 
de la normale au point (/p). Si nous écrivons que cette droite est nor- 
male à la génératrice et à sa trajectoire orthogonale, c’est-à-dire à deux 
droites ayant pour coefficients de direction, l’une 


— sin®, COS?, 0, 


l’autre 
M cosy, Nsine, 0; 
en posant 


(10) Q—HsinV, M=HeosV, 


nous aurons 
= sin V cosa, 


(11) u — sin V sine, 

v=—cosV. 

V est, par consequent, l’angle que fait le plan tangent avec le plan de 
la génératrice; sa valeur est fournie par les relations (10). Quant a 
l'équation même du plan tangent, c’est 


(12) X cose + Ysinr — = s=R. 


Si l'on se déplace sur la surface, les variations des cosinus directeurs 


de la normale se calculeront en appliquant les relations (2) à 2, u, v. 
ce qui donne 


A =: cos V cos? dV — sinV sine de — r sin V sing dl, 
ôu = cos V sing dV + sinV cose de + r sin V cose dl + pcosV di, 
&v — sinV(dV + psingdl). 
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Nous poserons, pour simplifier ('), 
(13) | ( — db = de + r dl+ p cotV cose dl, 
| dy=dV +psingdl, 


et il viendra, en appelant dw l’angle de deux normales infiniment voi- 


sines, 
sin V sing d + cos V cose dy, 


, | su = --sinV cos? dy + cos V sing dy, 
(14) 1” = sinVdy, 
dw? = dy? + sin?V dY*. 


Le sens géométrique de l'angle dy résulte nettement de la dernière 
des équations (14); il est aisé de donner pour dp une interprétation 
géométrique également simple. En effet, l'angle que la trace du plan 


tangent sur XOY fait avec OX a pour tangente a l’angle infiniment — 


petit dont tourne cette trace, le plan XOY étant supposé fixe et ne 
coincidant avec le plan du cercle qu’a l’origine du déplacement, aura 
done pour valeur 
156A — Adu 
wr y _ 

Or si, dans cette expression, nous remplacons À, u, 0%, du par leurs 
valeurs, elle se réduit précisément à dp; dy n’est donc autre chose que 
l'angle dont a tourné la trace du plan tangent sur le plan fixe avec 
lequel coincidait le plan du cercle avant le déplacement. 

On peut avoir besoin d’évaluer dy, dy en fonction du déplacement ds 
et de son inclinaison; il faut pour cela, dans les équations qui les défi- 
nissent, remplacer d/ et dp par leurs valeurs tirées des équations (4); 
on trouve ainsi 


dy i. fN p EN ns 

_ | Spot: (mi — FF COLV cose — sini, 
(15) | dy _ N t/fOV Pine NOV sini 
ès RO OO HA ae Pt R Oe 





(1) La méthode suivie ici, pour trouver les équations relatives aux éléments différentiels 
du second ordre, est évidemment applicable sans modification a une surface définie par 
une génératrice de nature quelconque, et les équations trouvées ici conserveraient la méme 
forine dans le cas général; les valeurs particuliéres de dl, dx caractérisent seules les sur- 
faces spéciales que nous avons en vue. 
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IL. 


1. Torsion géodésique. Lignes de courbure. Ombilics. — L’angle de 
torsion géodésique d’un élément ayant pour cosinus directeurs a, ß, 7 
est donné par la formule 


y = 21(6v — vôu) + IA — A dv) + VOX Gp — pa). 


Or ona (rr), (14) 


cv — von = — sin V cos V cose d} -+ sin» dy, 
vo — À dv -=— sin V cosV sing dy — cose dy, 
A ou — 2.6, = — sin?V dy. 


D'autre part, les équations (4) donnent 


ads = M cose dl — (Ndl + Rdg) sing, 
Bds = Msing dl + (Ndl+ Rd>) cose, 
Y ds = Q dl 


ou encore 
x = cos V cos» sin? — sing Cosi, 


B == cos V sing sind + cos¢ cos, 
y == sin V sind. 


Portons ces valeurs dans l’expression de dr,; nous aurons 


di,—= (singdy — sinV cos V cose dd) (cos V cos¢ sini -- sine cose) 
— (cose dy — sinV cosV sin? dy) (cos V sine sin! + cose cos?) 
— sin?V sinidy 


ou, en réduisant, 
(16) — dzg= cost dy + sin V sini dy. 

On en conclut, pour l’&quation des lignes de courbure, 
(17) cosidy + sin V sind dy =o. 


Si l’on veut n’y introduire que l’angle z, on devra y remplacer dy, 
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dy par leurs valeurs tirées des équations (15), ce qui donne immedia- 
tement 





ı (OV 2: 1 OV pRsing—Q N OV’... 
R (5) cos’! + (i Du + RE RH =) sın2 Cos! 
NQ  pMces» r ge 
(Kr — Az — i) sın2 0 
ou, en simplifiant, 
OV OV OV 
(18) HS eti=N +R: 


Les équations des ombilics s’obtiendront en exprimant que les direc- 
tions principales sont indéterminées, ce qui donne 


(19) =o, wR =o, 
2. Lignes asymptotiques. Courbures principales. — Si nous conser- 


vons les notations du numéro précédent, l’équatiou des lignes asym- 
ptotiques est 
x 0) + 8 Ôu + ¥6v—0 


ou, d’après les formules employées dans ce même numéro, 


(sinV sing db + cos V cose dy) (cos V coso sini — sing cost) 
+ (— sinV cose dy + cos V sinp dy) (cos V sing sin! + cose Cosi) 
+ singsin? V dy — 0 
ou, en simplifiant, 


(20) sinödy — sin V cosid — 0. 

Ici, comme pour les lignes de courbure, on ne doit laisser subsister 
que l'angle z. Pour cela, remplaçons dy, dy par leurs valeurs tirées des 
relations (15). Nous aurons, toutes réductions faites, 


(21) Qecosti-- >H A sintcosé +R ov Nov 


Ie al OR Oe + psinz) sig a, 


Cherchons enfin les courbures principales. Soit C l’une d’elles, nous 
aurons 


(22) C= —) 
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les à désignant un déplacement effectué le long d’une ligne de cour- 
bure; on aura donc 


(23) CQ dl=-sinV dy, CHdl=dy. 


Remplacons dl et dy par leurs valeurs en fonction de ¢; nous aurons 


24) Csini= ~ N cosi+ 2 OV + sin No sing 
(24) = | | PFSMITR 9e ) 0e 


Il ne reste plus qu’à éliminer £ entre cette équation et celle des lignes 
de courbure (18); on trouve alors, toutes réductions faites, 


| RHC* + C(X SU — pRsing—R 57 —0) 


(25) 0: u 
2 . 
| +[% inv 20700SV — psinVcose)] _,, 
ol ap 


On obtiendra les équations différentielles qui conviennent à une sur- 
face minima en observant qu'on doit avoir, quel que soit 9, 
N OV —pRsing—Q—R No; 

Oy 
de méme les équations différentielles qui déterminent les surfaces cer- 
clées applicables sur une sphere de rayon a s’obtiendront à l’aide de 
l'identité 

T sinV + mei sinV cos?) _ a 

Il est clair que nous avons, dans tout ce qui précède et pour ainsi 
dire tacitement, adopté un sens bien déterminé sur la normale en 
chaque point; il est nécessaire de savoir si ce sens est dirigé du pied 
de Ja normale vers le centre de courbure, ou dans le sens opposé. Pour 
faire cette distinction, il nous suffira de nous placer dans un cas parti- 
culier, par exemple celui d’une surface de revolution. Il est clair que 
celui des deux centres de courbure qui se trouve sur l’axe OZ aura son 
z positif ou négatif suivant que l’angle V sera obtus ou aigu; ceci posé, 
les coordonnées de centre de courbure sont, en général, données par 
les équations 


. A | - 
(26) X=Rcose + hh Y=Rsing + à; Lato 
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les signes supérieurs allant ensemble; la derniere donne 


V étant supposé aigu, Z devra être négatif. 
Or, supposons V aigu et le rayon de courbure compté du pied de la 
normale vers le centre; alors on doit avoir 


Z = — a 


C cosV; 


il faut done dans ce cas choisir le signe supérieur; au contraire, si l’on 
convient, et nous adopterons cette convention, de compter le rayon de 
courbure du centre de courbure vers le pied de la normale positi- 
vement, et négativement en sens contraire, nous aurons, pour déter- 
miner les coordonnées du centre de courbure, 


| 

= 
=; 
= 


X=Rcoss — =; Y Zur 


DEUXIEME PARTIE. 


1. Nous allons maintenant developper quelques-unes des conse- 
quences des résultats qui precedent. Soient G une génératrice circulaire, 
G’ la génératrice infiniment voisine. Les plans de ces deux cercles se 
coupent suivant une droite AA’, que nous appellerons la caracteristique. 
Son équation est, comme nous l'avons vu, 


4° + Py = O35. 


les deux points A, A’, où elle coupe G, sont donc donnés par l’équa- 
tion 
Q = + pRsins — 0. 


D'autre part, la génératrice G’ projetée sur le plan de G a pour équa- 
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tion | 
(x -- au dy} + (y - 6 dt =(R-+dR), 


el par suite la corde commune à cette projection et au cercle G, que 


Fig. r. 





nous appellerons simplement l'axe radical, a pour équation 
uc+ey+RR=o; 


les points a, «’, où elle coupe le cercle G, sont donc fournis par l'équa- 
tion 
M = R'+ acoso + “sine — ©. 


Les deux droites aa’, AA’ se coupent en un point P ayant pour coor- 


données 
we — pRR' _ w 


pu Im pP 





La polaire CC’ de ce point, par rapport aG, a donc pour équation 
(ve — PRR’) a2 — uury = pR'u, 
et les deux points C, C’ sont domnés par l’equation 
(swe — pRR’) cos» — uw sing = pRu. 


Or on reconnaît aisément que cette dernière peut s écrire, en conser- 
vant les notations employées jusqu'ici, 


Ov 


-—— = 0 
Jo 
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Ceci posé, les points AA’, aa’, CC’, P possedent des proprictes impor- 
tantes que nous allons exposer. 

Démontrons d'abord une propriété fondamentale des points C, C’; 
cette propriété se déduirait aisément des équations relatives à la cour- 
bure; mais, à cause de son importance, nous en donnerons une démon- 
stration directe et géométrique. 


Soient 
Fig. 2. 


M, M’ deux points infiniment voisins de G; 

MT, M'T' les tangentcs correspondantes; 

QL l'intersection des deux plans tangents à la surface aux mêmes 
points. 


Le triedre QLTT’ nous donne 


IN : N JS N | 
COS QL =. — cos OT cos QT" -- sin QT sinQT’ cosT’QT 


ou, en appelant dv l’angle des deux plans tangents et  négligeant les 
infiniment petits du troisième ordre, 


dr? av? . av A? 
1— — —1— —— -- sin’V —; 
2 2 2 


wa 





d'où 
de? = dV? + sin? V de?. 


Cette relation donne l'angle de deux normales infiniment voisines 
dont les pieds sont sur une même génératrice. Si maintenant nous 
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appelons H l’angle que MT fait avec la tangente conjuguée, on a 
„nn 
sin LOW __ sinT'QT 


4s /~. 
sin MT sinQL 








ou, en passant a la limite, 


sinH _ ds, 
sin V — do 
d’où l’on déduit, enfin, 
; do 
(37) tangH = sin Vi: 


r 


D’apres cela, la condition = 


points C, C’ de la fig. ı sont ceux où le cercle C est tangent à une ligne 
de courbure de la surface; nous sommes donc conduits au théorème 
suivant : 





, . 8 T . 
=o équivaut à H = „ et, par suite, les 


Tuéorème. — Il existe sur chaque génératrice deux points où cette 
génératrice est tangente a une ligne de courbure de la surface et les 
deux points sont situés sur la polaire du point où l'axe radical rencontre 
la caractéristique. 


De même, la condition sinV =o ou w+ pRsing =o équivaut à 
H = o, les points AA’ de la fig. 1 sont donc ceux où la génératrice est 
tangente à une ligne asymptotique, et l'on a ce théorème : 


Tuéorème. — Il existe sur chaque génératrice deux points où elle est 
tangente à une ligne asymptotique de la surface, et ces deux points sont 
situés sur la caractéristique. 


Il est clair que chacun de ces deux théorèmes souffre une exception 
si la droite CC’, dans le premier cas, ou AA’ dans le second, est indé- 
terminée; dans le preinier cas, il y aurait une infinité de points de cour- 
bure ou, en d’autres termes, la surface se raccorderait avec une sphere 
le long de G, qui serait alors une ligne de courbure. Dans le second 
cas, la surface toucherait le plan mobile tout le long de la génératrice. 


2. Position relative de deux génératrices infiniment voisines. — En 
général, G, G’ n’auront aucun point commun; pour qu'il en soit autre- 
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ment, il faut évidemment que leur point de rencontre soit à la fois sur 
la caractéristique et sur l’axe radical, en d’autres termes, que P soit 
sur le cercle; cette condition, qui est d’ailleurs suffisante, s’exprime 
par la relation 


(28) (ve — pRR') + (ev — p?R?) = 0. 


Lorsqu'elle a licu, les points C, C’ se confondent avec P, et la géné- 
ratrice est osculatrice en ce point à une ligne de courbure de la sur- 
face. 

Si l’on veut que les deux génératrices aient deux points communs, 
il faudra exprimer que les deux droites AA’, aa’ coincident, ce qui 
donne alors 


(29) “=o, wea pRR’. 


Si ces conditions sont remplies, P est indéterminé et la surface touche 
une sphere suivant le cercle G qui est une ligne de courbure ('). 

Il peut enfin arriver que ces droites ax’, AA’ se confondent avec une 
mème tangente à G; pour quil en soit ainsi, on doit ajouter aux condi- 


tions précédentes celle qui exprime que la distance — = du centre a AA’ 


est égale à — R, par exemple, et l’on obtient alors les trois équations 


- 


(30) u—0, v=R, w=phk. 


3. Distribution des plans tangents le long d'une génératrice. — Nous 
avons trouvé, pour l’expression de l’angle V que fait le plan tangent 
avec le plan du cercle, 

w+-pRsing 


taneV = —— —--f-— _. 
° Ri + ucuss + vsing 


Soient 7 l'inclinaison du déplacement du centre sur l'axe OZ du 


u = A en —_— ee eee = 


(!) Il peut y avoir exception : si l'une des conditions est donnée a priort et que la 
seconde vienne s’introduire ensuite, les points de courbure resteront déterminés; si l’on 
se donne, une fois pour toutes, “=o, les deux points en question sont donnés par 
cos? = 0; Si, au contraire, c'est la condition «+ — pRR’ =o qui s’introduit d'abord, les 


deux points de courbure sont donnés par l'équation sing = — ee =— 
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cercle, w l'inclinaison de ce même déplacement sur le rayon qui vient 
aboutir au point de contact; supposons de plus que la variable inde- 
pendante / soit l’arc de trajectoire du centre, et désignons par dr l’angle 
infiniment petit des plans de deux génératrices voisines : l’équation 
précédente pourra s’ecrire 
tangV = St + Rd sine, 
dl + dlcosw 


Sous celle forme, l’analogie entre les surfaces réglées et celles que 
nous étudions est mise en évidence; elle est surtout complète lorsque 
di =o ou lorsque cosy = 1; en effet, dans ces 3 deux cas, l’angle w dis- 
paraît de l'équation, qui devient 


Rdsiny . di-+Radtsino 
soit tangV = TR soil tang V = TR 
d'où le théorème suivant : 
THEOREME. — Lorsque, pour une génératrice particulière, le centre est 


stationnaire ou se deplace normalement au plan de cette génératrice, la 
tangente de l'angle que fait le plan tangent avec le plan du cercle varie, 
le long de ce cercle, proportionnellement au sinus de l'arc compris entre 
un point fixe et le point de contact. 


Revenons au cas général; appelons points conjugues du cercle deux 


points M, M’ en ligne droite avec le point P; l’équation de la corde MM’ 
étant mise sous la forme 
AM=Q, 


on aura, en chacun des deux points M, M’, 
tang V =); 


en d’autres termes, les deux plans tangents en M et M’ iront couper 
l’axe des z au même point; la droite d’intersection de ces deux plans 
rencontre d’ailleurs toujours la polaire CC’ de P; et il est évident qu’elle 
détermine, sur ces deux droites CC’, Oz, quand on fait varier À, deux 
divisions homographiques; elle engendre, par conséquent, un hyper- 
boloide à une nappe, ce qui nous donne le théorème suivant : 


Tneoreme. — Les plans tangents en deux points conjugués se coupent 
sur une droite qui rencontre dans toutes ces positions l'axe du cercle et la 
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ligne qui joint les points de courbure; elle détermine sur ces deux droites 
deux divisions homographiques et, par suite, décrit un hyperboloide à une 
nappe. | 

On obtient aisément l'équation de cet hyperboloide; c’est 


(31) yay — er) — us) + pRr(Rr — Rai=o. 


L’hyperboloide se réduira à deux plans si CC’ passe au centre, c’est- 
a-dire si P est rejeté à l'infini, c'est-à-dire si u = 0; l’hyperboloide 
se réduit alors a deux plans confondus avec YOZ. 

Le cas où P est indéterminé échappe évidemment aux raisonnements 


qui précèdent, le rapport Q ‘tant alors invariable. Dans ce cas, tous 


les plans tangents coupent OZ au mème point: la sphère qui se rac- 
corde avec la surface le long du cercle G a sen centre sur OZ; les coor- 
données de ce point sont 
- RR ; 
20, ’=0, s:-Re\- == —.!. 
° 43° pP 
Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 
Il y a un second cas où le cercle considéré est une ligne d’ombre, 
c'est celui où p — 0, c'est-à-dire où le plan du cercle se déplace paral- 
lelement à lui-mème. 


$. Lieu des normales. — La normale au point /2 a pour équations 


r—Reass _ v—Rsins _ —: 


Cass sins R — wcoss — v sins 








Le point où la normale rencontre QZ a pour ordonnée — ReotV: 
il est clair que ce point est le méme pour deux points conjugues du 
cercle. De plus, ta manière dont la position de ce point varie quand on 
decrit le cercle dépend uniquement de la disposition relative des 
quatre points A, A’. z, 2 ‘fig. ı\: en A, A’, la normale rencontre OZ 
a Fintini: en z. 2, au contraire. la normale est couchée dans le plan 
da cercle. Sı P est exterieur au cercle. linclioaison de cette normale 
‚allein un maximum ou un minimum aux deux points C, C. qui sont 
alors reels: si P est intérieur, ces valeurs limites de l'angle V n'existent 
plus. Il me parait inutile d'insister davantage sur cette discussion. Si, 


Ca 
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entre les équations précédentes, nous éliminons 9, nous obtiendrons 
l'équation du lieu des normales. 


Cette élimination se fait sans difficulté; on tire, en effet, des équa- 
tions précédentes 


s(w + pRsinz) +(rcose + y sine — R)(ucose + ¢sing +R’) =o 








avec 
cosr = ——_, sing = ——; 
var y? Vc? + 9? 
d'où 
3 ( + A) + (Vat+ y? — R) (= EX + R') 
Vr?+- y? Va? + 7° 
ou enfin 


(a+ p%)(uz + very +s — RR’)? = [R'(22+ x?) + pRys —R(uxz +vy)]. 


Telle est la surface lieu des normales; l’équation, mise sous cette 
forme, met en évidence le théorème suivant : 


TaéonÈME. — Les normales aux différents points d’une même genera- 
trice circulaire rencontrent toutes une même conique. 


Cette conique, que nous nommerons conique auxiliaire, le cercle 
donné et l’axe de ce cercle sont trois directrices qui définissent d’une : 
façon très précise la surface du quatrième ordre engendrée par les nor- 
males. La construction géométrique de la conique auxiliaire résulte 
immédiatement de ses équations, qui sont 


| (\ue+ey+ws=RR, 
(32) (3 N 2 ~ No. 
| Ri (a%+ y?— R2) + Rs(w + py) = 0. 


On voit tout de suite que la projection de cette conique sur le plan du 
cercle passe au centre O et aux deux points asymptotiques A, A’. En 
outre, la conique et le cercle sont sur une méme surface du second 
ordre; en d’autres termes, tls ont deux points communs situés sur la 
droite 

us+ey=RR. 


Ces deux points &,, a, sont diamétralement opposés aux points a, a’ de 
la fig. 1; enfin le plan de la conique est parallele au plan normal de la 
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ligne des centres, et, en définitive, cette courbe se trouve déterminée 
par cinq points. 

Dans le cas général, la construction de chaque normale sera la sui- 
vante : Ayant construit la conique auxiliaire, pour avoir la normale en 
un point M, on fera passer un plan par ce point et l’axe du cercle. Ce 
plan coupera la conique en deux points, dont l’un situé sur OZ; on 
joindra l’autre au point M, et l’on aura la normale cherchée. 


5. Cherchons dans quel cas la conique sera un cercle. La surface 
R' (rc? + »?— RR?) + Rs(w+ py) =o 
admet comme plans cycliques les deux plans 


! 
so, m py - | ne 


Pour que le plan de Ja conique soit parallele au plan du cercle, il 


faut qu’on ait 
U—O, #—0O. 


Pour qu'il soit parallèle au plan py — 3 — 0, il faut que 


LE ç’ 


(33) U = 0, R = DR’ 


Dans le premier cas, le déplacement du centre est normal au plan de 
la génératrice; le cercle mobile et le cercle conjugué sont situés dans 
des plans paralleles. 

Dans le second cas, le déplacement du centre est perpendiculaire à 
la caractéristique; de plus, ona pRw + oR’ =o, et la génératrice cir- 
culaire a son plan perpendiculaire à celui du cercle conjugué. 

Cherchons encore dans quel cas la conique auxiliaire se réduit à un 
système de droites. 

Supposons d'abord R’ = o, on aura deux droites situées dans les deux 


plans 
s=0, + py—o. 


La premiere est à rejeter comme ne pouvant servir à la construction des 
normales; la seconde se projette suivant la caractéristique. La surface 


—~ 
= 
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lieu des normales a alors pour équation 
(i+ y?)(ue+ey+ws)?—=[pRys--R(ur-+ey)]’; 


elle est définie par deux directrices rectilignes.et une directrice circu- 
laire. 

Le cas précédent étant écarté, l'équation du cône ayant pour sommet 
le centre O et pour directrice la conique est 


R'Cx?+ y?) + pRR ys — (art ey) (ur +67 +03) = 
Pour qu'il se réduise à un système de plans, il faut qu’on ait 
(pRR'— we)? + 82 (458 —- p?R?y — 0, 


c'est-à-dire, d’après ce que nous avons vu, que la génératrice rencontre 
la génératrice infiniment voisine G’. 

Quand cela a lieu, il est clair que l’une des droites dont se compose 
la conique auxiliaire ne peut étre prise pour directrice des normales; 
elle correspond au facteur qu’ont alors en commun les deux fonctions 
M, Q. Il est aisé de déterminer la a portion de la conique auxiliaire qu'on 
doit conserver. 

En effet, cette conique rencontre dans tous les cas l'axe dess; si elle 
se scinde en deux droites, l’une au moins doit rencontrer OZ, et on 
doit la rejeter, la normale ne pouvant évidemment rester dans un plan 
fixe. Or revenons au cône précédent : celui des deux plans obtenus en 
le scindant et qui ne contient pas OZ a pour équation 


(R’? — u?) (pRR’— we) zx — (R?-- 6?) wu y — us (pRR'— we) =o. 
On en conclut aisément, pour les équations de la directrice rectiligne, 


ur+ey+ws= RR, 
R’[(pRR'— we)a — u(wy +pRR’)] + ueR( py +) =o. 


En résumé, on est conduit au théorème suivant : 

Théorème. — Pour que les normales aux différents points d’une même 
génératrice rencontrent, outre l'axe de cette génératrice, une seconde 
droite fixe, il faut et il suffit : ou que la variation du rayon soit nulle ou 
que la génératrice ait un point commun avec la génératrice infiniment 
voisine. 
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Remarque. — Il est important d'observer que la fonction r ne joue 
aucun role dans la théorie précédente, on pourra donc, dans toutes les 
questions qui s’y rattachent, admettre sans inconvénient que z — 0, 
c'est-à-dire que le plan du cercle mobile roule sur un cylindre. 


6. Classification des surjaces cerclees. — Les considérations qui préce- 
dent conduisent à une classification rationnelle des surfaces cerclées, 
fondée sur la situation relative de deux cercles infiniment voisins; on 
est ainsi conduit à les séparer en quatre classes principales. 

1" CLASSE. — Deux cercles infiniment voisins n'ont, en general, 
aucun point commun; les normales, le long d’une même génératrice, 
rencontrent une conique fixe; chaque génératrice est tangente en deux 
points distincts à une ligne de courbure de la surface. 

2° CLASSE. — Chaque génératrice a un point commun unique avec 
la génératrice voisine : les points communs forment sur la surface une 
courbe à laquelle le cercle mobile reste constamment tangent. Les nor- 
males le long d’un même cercle rencontrent, outre l'axe de ce cercle, 
une droite fixe; enfin, chaque génératrice est osculatrice en un point à 
une ligne de courbure de la surface. 

3° cLassE : Enveloppes de sphères ('). — Deux génératrices infiniment 
voisines ont constaminent deux points communs; le cercle mobile reste 
constamment tangent à deux directrices curvilignes; les normales cor- 
respondant aux points d'une même génératrice forment un cône de 
révolution, et chaque génératrice est une ligne de courbure de la sur- 
face. 

4° cıasse. — Pour les surfaces de cette classe, les deux directrices 
curvilignes dont nous venons de parler se confondent, ct le cercle 
mobile reste constamment osculateur à une ligne à double courbure. 

Les caractères analytiques sont : pour la deuxième classe, 


(28) (est — piR?) + (sre — pRR’)?= 0; 


(!) Il est clair que le mot enveloppe ne s'applique ici qu'à une sphère variable dépen- 
dant d'un seul paramètre arbitraire; de plus, nous entendons ici que l’enveloppe est engen- 
drée par la caractéristique de la sphère mobile, et non par telle autre génération circulaire 
dont elle peut étre susceptible. 
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pour la troisième classe, 
(29) . u=0, w=pRR (°); 
pour la quatrieme classe, 
(30) u=0, =R, w=pR. 


Il est aisé de vérifier que, pour ces dernièrcs surfaces, fe point où la 
caractéristique touche l’arête de rebroussement appartient bien à la 
génératrice. En effet, nous avons trouvé (I"° Partie) pour les coordon- 
nées de ce point 


w v ww — wp! 
s=0, your za L——- PF SP P, 
r pr 


Si l'on y remplace w par pR, ¢ par R’, on obtient immédiatement 
z=0,y=-—R. | 


7. Remarque. — Pour completer la classification précédente, il est 
nécessaire de chercher à quel caractère on pourra reconnaître que trois 
cercles infiniment voisins sont sur une même sphère. 

Observons pour cela que le centre de la sphère enveloppée, dans le 
cas général des surfaces de troisième classe, a pour coordonnées 


T—O0, yoo 5s=— 


Si l’on applique à ce point les formules (1), on obtient 


N _ bY ' [ev ' 
or — Q, oy 0, 03 Ë + (<) | dl ° 


il suffit d’exprimer que ce point est immobile et les caractères analy- 
tiques cherchés sont alors 


\/ 
(31) uo, wo=—pRH, w+ (2) =: 


(1) Il faut tonir compto de la restriction indiquée dans la note do la page 136. Les condi- 
tions (29) peuvent être remplies sans que la surface soit enveloppo de sphère. Il suffit de 
supposer qu'elles s’introduisent successivement; la surface serait alors un cas limite d'une 
surface plus générale, pour laquelle une seule des doux conditions serait satisfaite. 
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on arriverail au même résultat en exprimant, d'après les équations (19), 
que tous les points de la génératrice sont des ombilics. 


8. Formules particulières aux enveloppes de sphères. — Dans le cas 
des enveloppes de sphères, les fonctions qui figurent dans la théorie 
générale ne sont pas toujours les plus simples; il peut être utile d’in- 
‘ troduire celles qui se raltachent à la courbe déférente ou lieu des 
centres des sphères enveloppées. Le passage d’un groupe de fonctions 
à l'autre ne présente d’ailleurs aucune difficulté. 

Les coordonnées du centre C de l’enveloppee sont 


“=O, 17790, 27-007 0) 


leurs variations 
> N a e\ 
E20, 09y—=0, = |w+ (X) Ja : 


la tangente à la deferente est donc dirigée suivant OZ,. et l’are ds de 
cette courbe est lié à notre variable / par l’equation 


ds _ vw ( e\! 
di P 
Les cosinus directeurs de la tangente à la déférente étant 0, 0, 1, si 


nous leur appliquons les équations (2), nous aurons pour leurs varia- 
lions 
0, — pdl, o: 


la normale principale est donc parallèle à notre axe des y, et, si l'on 
appelle À la courbure de la déférente, on aura 


infin on vérifierait de mème que la binormale de la déférente est 
parallele à OX et que sa torsion A est donnée par l’équation 


Observons de plus que, le rayon p de la sphère enveloppée étant égal 
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1," 


‚2 


. , ‘ 
à \/ R? + par on aura 


2 
oo’ RRO L ‘y=! we 
u P\P p 


’ 


(7) J 


Il est aisé de donner maintenant le Tableau complet des formules 


! 
. | : 
de transformation. Prenons d{ — ds, d’où w + (<) — I; nous aurons 


CYR ph pi 
(32) on pe, p=—h, r=+h, 


e—— os, w=ı—:?—9”, u 03 
les cing fonctions générales sont bien exprimées en fonction des élé- 


ments de la deferente et du rayon o de l’enveloppée. Observons enfin 
que l’on a 


(33) langV = = PR VE. 


9. Théorème de M. Ribaucour. — Il est visible que les relations pré- 
cédentes contiennent la théorie spéciale de nos enveloppes de sphères. 
En faisant la substitution dans les équations générales de la première 
Partie, la plupart de ces équations se simplifieraient notablement; nous 
nous contenterons de démontrer le théorème suivant, dû à M. Ribau- 
cour, et qui exprime une des propriétés les plus remarquables de ces 
surfaces particulières. 


TuÉORÈME. — Lorsqu'on se déplace sur la caractéristique d’une enve- 
loppe de spheres, le centre de courbure correspondant à la ligne de cour- 
bure non circulaire décrit une conique, située dans un plan perpendicu- 
laire au plan osculateur de la déférente. 


Les coordonnées du centre de courbure sont, d’après les équa- 
tions (26), 
sin V cos¢ 


2 — Reose — "+, y—Rsins — 


sin V sing ___cosV 
C —— 77 II 


C Cc” 


C étant la courbure principale correspondante. 


Dans le cas des enveloppes de spheres, l’une des courbures est 
Ann. de l'Éc. Norm. 3° Serie. Tome Il. — Mai 1885. 19 
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cosV; or le produit des courbures (25) se réduit pour a =oa 
sin V 
RH da TP sine 


la seconde courbure a donc pour expression 


RE 


dV n 
H\w + psi oO); 


les coordonnées du centre de courbure correspondant sont alors 
_ _ w+pRsing . 
“(" av — + psins cos», 
ar TPS 


y= R— Serpe sing sine, 
Zr sing 

___ w+pRsing 7 

say CotV. 


V  psin 
ar 7 P ? 


En éliminant 9, on obtient les équations du lieu des centres de cour- 


bure, savoir 
z+ y?= (R— ztangV)%, 


dV 
py + — stangV = =0; 


la premiere représente le cöne des normales, la seconde un plan, ce 
qui démontre le théorème. 

Observons que le plan de la conique passe par l'intersection des 
plans de deux cercles infiniment voisins et qu'il est perpendiculaire au 
plan osculateur de la déférente. 

Pour que cette conique soit un cercle, il faut que le plan qui la con- 
tient soit perpendiculaire à OZ, ce qui exige p = 0; en d’autres termes, 
cela n’a lieu que dans les surfaces de revolution. 

Elle se réduira à deux droites si le plan passe a l’origine, c’est-à-dire 
siw =o; d’ailleurs, comme on a, dans le cas des enveloppes de sphères, 


wy = PRR’, 
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et que p ne peut être nul en même temps que w, on en conclurait R’ = o. 
Mais cela ne peut jamais avoir lieu; car alors toutes les normales, le 
long de la génératrice, devant rencontrer l’axe de celle-ci et une droite, 
et ne pouvant étre dans un méme plan, passeraient toutes par le centre 
du cercle; en d'autres termes, la surface serait un canal et, dans ce cas, 
on aurait nécessairement » =o; le centre serait donc immobile ainsi 
que le rayon R, et la surface se réduirait à une sphère. 
Dans le cas des surfaces canaux, on a 


v=o, R'=0, wHo et tangV=—o. 


Le plan de la conique de M. Ribaucour se réduit alors au plan méme 
de la génératrice et le cône des normales à deux plans confondus avec 
lui. 


10. La propriété relative a un couple de points conjugués, qu’il est 
bien facile d’établir géométriquement, montre qu’on peut envisager 
une surface cerclée de Fespèce la plus générale, comme l’enveloppe 
d’une sphere dont l'équation dependrait de deux paramètres. 

En effet, les normales en deux points conjugués coupent l’axe du 
cercle en un même point K situé à une distance R cot V du centre O. La 


a [4 hd ® Ld ‘ R 
sphere décrite de ce point K comme centre avec un rayon égal a —; 
, sin V 


touche donc la surface en ces deux points. Cette remarque va nous 
permettre de compléter ce que nous avons à dire sur la fig. 1. 

Outre les points AA’, aa’, CC’, il existe quatre points remarquables, 
imaginaires et donnés par l'intersection avec les deux droites 


M+0Qi=o, M—Qi=o. 


Ces deux couples de points conjugués correspondent a deux spheres 
de rayon nul, doublement tangentes 4 la surface; en d’autres termes, 
les points situés sur l’axe des z à des distances du centre égales a 
+ R /—1 sont des foyers; on a donc sur la surface réglée, engendrée 
par l’axe du cercle, deux focales imaginaires, équidistantes de la ligne 
des centres. 
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Les coordonnées du. pdle P sont (p. 133) : 


Ce point appartenant, d’une part à la caractéristique, d'autre part au 
plan radical des sphères décrites sur deux génératrices infiniment voi- 
sines comme grands cercles, sera le centre d’une sphère coupant ortho- 
gonalement toutes les sphères bitangentes qui contiennent l’une ou 
l’autre de ces deux génératrices. 

S'il arrive que le point P soit stationnaire, il sera, d'après cela, le 
centre d’une sphère orthogonale à trois séries consécutives de sphères 
bitangentes; enfin, s’il est fixe dans l’espace, la surface sera une anallag- 
matique à déférente réglée et P sera le centre de la sphère directrice. 

On peut s’en assurer sans difficulté par le calcul et donner en même 
temps les caractères analytiques auxquels on reconnailra que P est sta- 
lionnaire : si nous appliquons aux coordonnées précédentes les for- 
mules générales de déplacement, les conditions cherchées seront 


OL o ey as u 
at a” a” 
ce qui donne ici 
(“ — PR) rv 
us. | —) + — =o, 
pu P 
, ! , — ! 
(©) we — pRR — 0, 
P pi 


la condition dz =o étant évidemment satisfaite d'elle-même. Si nous 
éliminons r entre ces deux relations, il vient 


_ RRS (=) +. we — pRR (eee ) 9: 
P\p pu pu | 





d'où, en intégrant, 


(5) + (= PRE je pr Ae, 
P pu 


# étant une constante arbitraire. Cette relation, qui peut s’écrire 


PO =R?+ A, 


SUR LES SURFACES A GÉNÉRATRICE CIRCULAIRE. 119 


montre que le point P est le centre d’une sphère qui coupe orthogona- 
lement toutes les sphères bitangentes à la surface et ayant leurs centres 
sur la surface des axes; le théorème est donc démontré; le rayon de la 
sphere directrice est d’ailleurs égal à &. 


Cyclide osculatrice. — Les résultats précédents mettent en évidence 
l'utilité qu’il peut y avoir à introduire, dans l’étude des surfaces cer- 
clées, les cyclides comme auxiliaires. Une génératrice circulaire étant 
donnée, si l’on prend pour sphère directrice la sphère de centre P et 
qui contient les deux foyers correspondants, pour déférente l’hyperbo- 
loide osculateur à la surface réglée engendrée par l’axe, ces deux 
éléments définissent une cyelide qui pourra être sans inconvénient sub- 
stituée à la surface elle-même tant qu'il s’agira de propriétés concer- 
nant deux génératrices consécutives ('). Si, pour une génératrice par- 
ticulière, le point P est stationnaire, la même cyclide fournira toutes 
les propriétés qui dépendent de trois cercles infiniment voisins. 

Enfin, d'après ce qui précède, on voit qu'une surface anallagma- 
tique ne peut admettre de génératrices circulaires que si la surface 
déférente est réglée. Ce théorème est dû à M. Laguerre. 


II. 


l. Trajectoires orthogonales des génératrices. — L'équation des tra- 
jectoires orthogonales des génératrices est 


Ndl+Ras=(rR+rcos2 — using) dl+ Rdz=0. 


Le cercle étant supposé en mouvement, un point M mobile sur ce 
cercle aura un mouvement angulaire relatif égal a r dl + dp, ce mou- 
vement étant évalué à partir d’une droite liée invariablement au 
plan XOY. Posons rd/= do; soit « l'angle de la tangente au cercle 
avec la ligne des centres, on a 


R ds + dl cosa = 0. 
Donc : 


THEOREME. — Pour qu'un point mobile sur le cercle décrive une tra- 


— 


(1) On pourra même, dans ce cas, prendre pour déférente n'importe quel hyperboloïde 
tangent a la surface des axes le long de OZ. 
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Jectoire orthogonale des generatrices, il faut et ul suffit que sa vitesse 
relative, projetée sur la tangente, sow constamment égale et de signe 
contraire à la vitesse du centre, projetée sur cette même droite. 


Observons que la fonction p ne figure pas dans l’équation précé- 
dente; il résulte de là que le cas général se ramène immédiatement au 
cas où tous les cercles seraient situés dans un seul et même plan; en 
d'autres termes, le relation entre / et o ne sera nullement altérée st 
l’on étend sur un plan la surface enveloppée par le plan du cercle. 

Il faut seulement supposer alors que chaque plan tangent, en se 
rabattant, entraine avec lui le cercle correspondant et que, de plus, 
l'angle o est évalué à partir d’une direction donnée par la tangente à la 
ligne suivant laquelle se transforme l'arête de rebroussement. 

L’equation des trajectoires se ramène immédiatement à une équation 
de Riccati. Si l’on pose, en effet, 


P COST + usins 


=: + fr dl=e+s, A= — > 
(35) vs 
| pa “Sins — “cose sins m uense, lang? =), 
elle devient 
à D =AM—aBI—A. 


On déduit de là deux conséquences importantes : 

1° La détermination des trajectoires orthogonales sera complètement 
obtenue si l’on connait une seule de ces trajectoires; 

2° D'après un théorème bien connu, le rapport anharmonique de 
quatre solutions d’une équation de Riccati est constant; ici ce rapport 


sera indépendant de /; d'autre part, tang = ou A est le coefficient angu- 
laire de la corde qui joint le point mobile M a un point fixe sur le 
cercle; on est donc conduit à ce théorème : 

TuÉORÈME. — Quatre trajectoires orthogonales coupent deux genera- 


trices quelconques suivant deux systèmes de points ayant le méme rapport 
anharmonique. 


Nous entendons par rapport anharmonique de quatre points d’une 
circonférence celui des quatre droites qui les joignent à un point arbi- 
traire de cette circonférence. 


u 
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Si l'une ou l’autre des quantités A, B est nulle, l’integration est 
immédiatement ramenée à une quadrature. On reconnait aisément que 
dans ce cas la ligne des centres se transforme en une droite lorsqu’on 
planifie la surface enveloppée par le plan du cercle. 


2. Points centraux. — En suivant jusqu’au bout l’analogie avec les 
surfaces réglées, on est conduit à appeler point central un point où la 
génératrice est à une distance maxima ou minima de la génératrice 
infiniment voisine. 

Ces points sont évidemment caractérisés par ce fait que la courbure 
géodésique de la trajectoire orthogonale y est égale à zéro. Ils sont 
donc déterminés par l’equation 

oH _ 

0° — O0 
ou 


(R'+ “cose + »sine) (cose — using) + pReose(w + pRsins) =o. 
On les obtiendra en coupant le cercle par l’hyperbole équilatere 
(RR +uz+ey)(vz—uy)+pRz=(w+py)=o. 


Il existe done sur chaque génératrice quatre points centraux; ils 
sont, avec le centre, sur une même hyperbole équilatere; d’où l’on 
conclut que deux d’entre eux, au moins, sont toujours réels. Ils déter- 
minent sur la surface quatre courbes analogues à la ligne de striction 
d’une surface réglée; mais qui, d’ailleurs, ne paraissent presenter 
aucune propriete simple. 


TROISIEME PARTIE. 


Nous nous proposons maintenant de determiner une surface cerclee, 
d’apres une propriété générale imposée a ses génératrices. 
I. 


.1. PROBLÈME. — Trouver les surfaces qui admettent comme lignes geo- 
desiques les trajectoires orthogonales d'une serie de génératrices circulaires. 


Fr 


Pos DEMANKTHES. 
Le: putts ou ka courbure geodesique de la trajectoire orthogonal 
ep! Nulle sont. comme vous Pavous vu. sur l'hvperbole equilatere 


KR LS EE SE LA — ps W— PVs. 


Nous auruss les equations du probleme eu écrivant que cette courbe 
est InGéleriuée, ce qui donne 


ds v1: wa Ko Me ee phe Naa ce. 


1 Si vous supposons RK’ 0. u doit étre nul, et la seconde équation 
exige #5 0, 9= 0; celte solution doune évidemment les surfaces de 
revulution : 

YR u,u/ ou. v = 0. — M faut alors que pRw = 0: or p ne pent 
elle uul eu meme lewps ques, si & ; 0: dune a = o. 

Daur ce cas, prevous, pour variable iodépendante /, Fare de la ligne 
dee ceutres; agus aurous 

dq — 1. 
ct la sulutiou sera duunee par les équativns 
I 


N 4, u—1, vow, w_o, b= = 


a étant une Constante arbitraire. 

Interpretons ces relations; si nous nous reportuns aux équations qui 
donnent le point où Ja caractéristique touche son enveloppe, elles 
deviennent, dans le cas actuel, 


So. À = 95 


donc le centre de la génératrice est sur l'arête de rebroussement; le 
. ° | . 
sayun de torsion de cette aréte est d’ailleurs „eu ıl est constant, 


enfin le rayon du cercle est constant et égal au rayon de torsion, et son 
plan est osculateur à la trajectoire du centre. 

in résumé : 

Le centre du cercle décrit une courbe à torsion constante; son plan est 
osculateur à celte courbe, et son rayon est constant et égal au rayon de 
torsion de la ligne des centres. 

Ces surfaces sont, avec les surfaces de révolution, les seules qui répondent 
à la question. | 
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2. On sait déterminer, à l'aide de quadratures, toutes les courbes à 
torsion constante. M. Serret a donné la solution de cette question (rour 
une Note de M. Liouville, à la suite de l'Analyse de Monge). 

Nous en donnerons ici une autre, qui d’ailleurs s'applique à une 
question plus générale. 

Cherchons, en général, quelles sont les courbes pour lesquelles la 
torsion est une fonction donnée de l'angle ¢ que fait la trace du plan 
osculateur sur un plan fixe avec une direction donnée dans ce plan. 

Prenons le plan fixe pour plan des xy; en désignant par u, H deux 
fonctions de ¢, les coordonnées d'un point de la courbe seront données 
par les trois équations 


ær Cost + ysin{t +us -+ H —o, 
-- rsingé + y cost + p's + H'—o, 
— x cost--vrsint + p's +H’ =. 0, 


la première étant celle du plan osculateur, et les accents indiquant des 
dérivées. 
Si l’on pose 


H+ H’ ., 
H+H_,, 
(2) up Sit) 
on aura 
5 = — f(t), 
(8) ‘c=(pf—H) cost —(p' f-— H’) sing, 
y =(p/— H) sing + (p' f— H') cose; 
d'où 
=u f'cost— p' f'sine, 
dy a: up 
(5 qe es sing + wif cost, 
dz , 
[x = JU). 


La distance ds de deux points infiniment voisins est donc donnée par 
l'équation 
ds? = (1+ p?+ pi?) f; 


. . . . , cosé siné 
d’ailleurs les cosinus directeurs de la binormale étant ———> 


Vite? Yırp 
Aun. del’Ec. Norm. 3° Série. Tome II. — Mat 1885. 20 
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> on aura, pour l'angle de torsion dz, 














\i— nu 
cost ? 2 sing \? N? 
d:—(d- +(d- =) + d-—— 
( Vir =) straf, var! 
ou 
de? == (run: de. 


On en conclut, pour la torsion, 





de f(t) 
ds i+w? 
. , d= ; . , 
Supposons maintenant qu'on se donne pour qs ne fonction déter- 
Ss 
. . dr . . . 
minée de 2, savoir os = 4(t); laissant la fonction f absolument arbi- 


traırc, on aura d’abord 
Pity 


lan 


puis, en intégrant l'équation (x), 


lf — cost | (u + a) fe) sintdt sine | (a+ 2") f(t) cost dt: 


LE 


en portant ces valeurs dans les équations (ß), on aura les équations de 
la courbe; on voit qu'il y subsiste une fonction arbitraire. 


3. Revenons aux surfaces précédentes; si l'on substitue à &, 6, 0, 
p, r, R les valeurs trouvées, on obtient 


M=cos», N=ra--sins, Q =sinz, H=1, N = 3, 


a étant une constante et notre variable / étant maintenant l’are de la 

trajectoire du centre. 
La dernière relation V = » exprime une propriété remarquable de 

ces surfaces, propriété qui, d'ailleurs, les caractérise complètement. 

Si l'on cherche, en effet, à déterminer nos fonctions de maniere à 

avoir, quel que soit», 

w= pR sing 


Ro +ue OSD + sin 





lang» = 


on obtient immédiatement 


wt, v0, w- 0, pR=ı, R'-.. 
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Toutes les équations relatives à ces surfaces prennent une forme 
particulièrement simple; celle des lignes de courbure, par exemple, 


devient | 
2 cot2l=ra— sing. 


Mais ce sont surtout les trajections orthogonales qui présentent de l’in- 
teret. Leur équation est ici 


a dy = (sing — ar) dl. 

Soient 

a, Dr 

2, Be Ys 

2”, gr, y" 
les cosinus directeurs de la tangente, de ta binormale et de la normale 
principale pour une trajectoire orthogonale donnée; soit enfin ds l’élé- 
ment de cette trajectoire; nous aurons, pour un déplacement effectué 
le long de cette ligne, | 


"= 


sr = Mcose dl = cos? dl, 


Ov 


y = M sing d/ = sine cose dl, 

63 =Qdl — sine dl; 
d'où 

ès = dl, 2—cos'y, B=sinecose, y=sin». 
Donc : 
1° L’arc intercepté par deux génératrices circulaires sur une même 

trajectoire orthogonale est égal à l'arc correspondant de la ligne des 
centres. - 


D’autre part, la binormale, étant située dans le plan tangent à la 
surface, d’apres la definition méme des lignes géodésiques, sera la tan- 
gente a la génératrice circulaire, et nous aurons 


«—=— sin», p’= cose, Y=o; 
on en deduira aisement 


” 


a" — — sinzcose, B9”’=—sin?g, y’=cose. 


. I . \ 
Soit alors = la torsion; d’après une des formules de M. Serret, nous 
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aurons 
J or 1 de — p3' dl 


| 
Ts Ton di PG 





de la cette nouvelle propriété, qui a été démontrée par M. Lie : 


2° Chaque trajectoire orthogonale est a torsion constante; celle torsion 
ne varie pas d'une trajectoire a une autre; elle est égale a la torsion de 
la ligne des centres. 


o ° CE ° > e 
On a une Joi assez simple pour la premiere courbure; si on la designe 
5 ° 
par -» on obtient 
a 


„dr I dz 
_derpdd 1 _ de 


1 . 
s di cos? dl a 


et, en remplaçant dp par sa valeur tirée de l'équation des trajectoires, 


__2sinz 


I 
9 a 
i) 





4. Nous dirons un dernier mot relatif aux lignes isothermes: l’équa- 


tion ds =o est ici 
idl t+-ad» + (ra — sino) dl — 0. 


Elle se ramène à une équation de Riccati; les lignes isothermes de 
la surface seront donc connues, quand on connaitra une solution de 
cette équation. A ce point de vue, les surfaces particulières que nous 
venons d'obtenir font partie d'une classe importante de surfaces dont 
nous allons nous occuper. u 


I. 


I. Prostime. — Trouver toutes les surfaces cerclees telles que la fonc- 
tion H soit une fonction rationnelle de sing, cosy. 


Supposons qu'on ait 
M: :-0:- Pi, 
P étant une fonction entière de sin?, cos, qui sera évidemment 


linéaire; soit 
P —acosy -+ bsine +c, 
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ı 


on aura, pour tous les points du cercle générateur 
CRR' + ur + er) + (wR+ oy)*= (ar + by + ch)’, 


en posant pR =a. 

Cette équation devant être celle du cercle, on en conclut que les 
deux droites AA’, ax’ de la fig. 1 doivent être conjuguées par rapport 
au cercle. 

Écrivons que la droite 


RR'+ urtey+i(wR +a)y) =o 
yru J. 
est tangente au cercle, nous aurons 
(R’+ w)?= ut + (eo + io); 


cette relation devant avoir lieu quand on y change z eu —i, nous 
aurons les deux relations 


RE + ow? = ut? + 9? + svt, 


vR == os, 


Ce sont les conditions cherchées. 

Le raisonnement précédent determine, d’ailleurs, la fonction P; ce 
ne peut être que la polaire cc’ du point P de la figure; c’est, à un fac- 
teur pres, 
9Q _ gg OM. 

0» 0» 


(aR! — we) cose + using + ou =M 


Le raisonnement précédent suppose distinctes les deux droites AA’, 
aa’; si cela n’avait pas lieu, on serait, comme nous l’avons vu, dans le 
cas des enveloppes de spheres, qui d’ailleurs répondent évidemment à 
la question; nous verrons dans les questions suivantes que la plupart 
des surfaces que nous aurons à déterminer rentreront dans l’une ou 
l’autre de ces deux classes. 

Nous aurons besoin, dans la suite, d’une propriété remarquable des 
surfaces en question; elle consiste en ce que le numérateur 


“2-09 
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de 





ON oe , aL: 
77 est toujours divisible par P: nous allons démontrer ce théo- 


reme. 


2. Observons que le centre ne peut jamais étre fixe dans le cas 
actuel, car la premiere des conditions trouvées donnerait alors 


“=o, “TU, Wazo, MO, R’ = 0, 


ce qui ne peul évidemment avoir lieu que dans le cas du plan; des 
lors nous prendrons pour variable / l'arc indéfini de la ligne des centres 
et les conditions trouvées deviendront 
a? oF rsd, 
m?— R= 1, 


caw; 


deux des quatre fonctions qui figurent ict sont arbitraires, et ces con- 
ditions seront identiquement satisfaites en posant 


m= sinz, R'— cos2z, «:=cosS, c= singcosz, w= sin3sinz; 


d'où 
M =: cos3 coss + sin3 cosz sins + cosz, 
Q = sinz(sin3 + sin») = sinz(sin3 + sins), 


N = 7+ sind cos2 Cos -- cos8 sing; 
on vérifie aisément qu'on a 
H = P = cosz cos cose -- sing sine + 1. 


Ceci posé, si l'on cherche à vérifier l'identité 


‚90 OM _, > : 
6 UT (0) ww) =P(Acose + Bsins +Ü), 


on a, pour determiner A, B, C, les cing équations 


B sin3 — Acoszcos3 = x sing. - 3’ sinacos3, 
Asin -+ B coszcos$ = x cos3 cosz + 3’ sinz sin 3, 
Acos2 cos8 - C= 2'sin3 + 8 sinzcoszcos3, 
A + C coszcos3 = 2 sin’ cos3 cosz -+ 3’ sing, 


B-- Csin’ = 27(1+ sin®$). 
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Or on tire des trois premieres 
B=2', C=.sind, A= 8’'sinz, 


et il est aisé de s'assurer que ces mêmes valeurs de A, B, C verifient 
les deux dernières; le théorème est donc démontré. 

En résumé, dans le cas où H sera rationnel, et en laissant de côté 
les enveloppes de sphère, nous aurons à remplacer u, ¢, w, 5, R par 
deux fonctions seulement, les substitutions à opérer étant celles que 
j indique dans le Tableau suivant : 


m=. sinz, R’=cos2z, uw=cos3, v=singcosz, w=sin’sinz 


(o=—pR, s=rR), 


M = cos§$ cose + sin 8 cosasinz + cosz, 
Q = sinz(sinz + sing), 

(T) ( H=P =cos3coszcosy + sin8 sing +1, 
S = 8’sinzcoss + 2’ sing + 2’ sin3, 
N =: 2 + sin8 cos2 cos — cos3 sing, 





OV sinzeos8 09V S 
_ D’ 


| ds = P > ol 
Remarque. — Lorsque sing = o, on en déduit w = 0, 5 = 0 et, la 
caractéristique étant indéterminée, la surface se réduit à un plan. Si 
l’on acosß= o, on obtient une surface de quatrième classe, engendrée 
par le cercle osculateur d’une ligne à double courbure, c’est-à-dire un 
cas particulier des enveloppes de sphères. 


3. Sur les surfaces précédentes, comme sur les enveloppes de 
sphères, les lignes de longueur nulle, dont la détermination entraine, 
comme on sait, celle des lignes isométriques, sont déterminées évi- 
demment par une équation linéaire en sing, cosy, réductible à une 
équation de Riccati. 

Les points P = o ne sont pas des ombilies; l'équation des lignes de 
courbure pourrait, dans le cas actuel, étre tout entiere divisée par le 
facteur P. Il est important d’établir qu'en ces deux points l'une des 
courbures principales devient infinie; la surface n’admet, d’ailleurs, 
aucun ombilic isolé. 
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Les équations des ombilics sont, en effet, 


ve. RV, 
dy — 0, W— ol — Ms 


c'est-à-dire, dans le cas actuel, 


" P=o, w— 





Ces équations ne donnent évidemment aucun ombilic, a moins que 
les deux fonctions S et P, linéaires toutes deux en sing, cosg, ne 
soient proportionnelles, auquel cas il y aurait sur la surface de cer- 
taines génératrices particulieres dont tous les points seraient des ombi- 
lics, comme cela a lieu pour les enveloppes de spheres; mais il n’v 
aura jamais d'ombilics isolés. 


4. Nous rattacherons aux surfaces précédentes celles pour lesquelles 
la quantité H? est linéaire en sing, cos?; pour qu'il en soit ainsi, on 
doit avoir 


wo wa t+ w?. 


En nous bornant toujours aux surfaces réelles, nous aurons les deux 


conditions 
v=o, um. 


Elles expriment que le centre du cercle coincide avec le point cen- 
tral de axe, et que son rayon est égal à l'inverse du paramètre de dis- 
tribution des plans tangents à la surface des axes le long de cette géné- 
ratrice particuliere. 

Nous appellerons surfaces à focale isotrope celles qui, sans être 
enveloppes de sphères, donnent pour H une fonction linéaire de sing, 
COS9. 

Pour justifier cette dénomination, j’observe que le déplacement d’un 
foyer 


TO, yoo, s=Ry-.iı 


LL] 


est donné par les formules 


èr—udl, ty=vdl—ay—idl, 3s =wdl+R'y— dl, 


| 
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d'où 
dr? + dy? + 05 (+ pt + w?— w?— RR") d+ ay —1(wR'-- oa) de’. 


La propriété caractéristique de ces surfaces consiste donc en ce que 
la focale est une ligne de longueur nulle sur la surface des axes. 

Pour que la focale se réduise à un point, comme cas particulier, il 
faut que dx, dy, 03 soient nuls séparément, ce qui donne 


T 
B= 2’ tanga = — /—1; 


mais on aurait donc 
R'== cosx =, 


ce qui est absurde (d/ ne pouvant être nul). 

Cherchons en particulier quelles sont les surfaces anallagmatiques 
comprises dans la classe de surfaces que nous venons de définir. Les 
formules qui expriment la fixité du pôle sont, en général, 


we —oR'\' wm 
u+ | ——_—_—— } + p— =0, 


ww 


On a ici 
we — oR’ w . 
— Rcosacosß, 7 Rsing. 


Si l’on substitue ces valeurs dans les deux équations précédentes et 
qu'on y remplace en même temps R’ par cosa, elles deviennent 


(A) pcose+Rß’=o, cosBsina + Ra’ cos8 + p sin$ sinz — 0. 


Si l’on élimine p, on obtient une équation qui s'intègre immedia- 
lement et donne 
R sinzcosp =a, 


a étant une constante arbitraire. 

Telle est la relation qui définit les anallagmatiques à focale iso- 
trope. Le rayon de la sphere directrice, A, est d’ailleurs donné par 
l'équation 

R—=RY—1sinxcos8 =aV—1. 
Aan, de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Il. — Mat 1885. 21 
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a 


La déférente est alors une surface réglée astreinte & couper une 
sphere fixe suivant une ligne de longueur nulle; on peut obtenir aisé- 
ment l’&quation finie de toutes les surfaces réglées de cette nature. Je 
reviendrai plus loin sur ces résultats (Probleme V). 


Hf. 


PROBLÈME. — Trouver les surfaces cerclees telles que la somme des cour- 
bures principales soit constante le long de chaque génératrice, et variable 
d'une generatrice à la suivante. 


1. La somme des courbures principales & est donnée par l'équation 


. 0Q aM 90 N) 
3 — = —— — es e 
RH?s = (av sing + w)H +R(M 5) 05) = 0% 


Si Z est constamment égal à o, on ne peut rien affirmer sur la forme 
de la fonction H. J’etudierai tout à l’heure ce cas particulier. En gé- 
néral, = étant une fonction donnée de J, l'équation précédente montre 
que H doit être rationnel en sing, cosy; c’est donc parmi les surfaces 
à focale isotrope que nous devons chercher la solution, en laissant 
d'abord de côté les enveloppes de sphères. 

Si l’on fait alors la substitution indiquée dans le Tableau (T), on 


trouve 
__ sina(2sino + sinB)P + RS — N sinacos8 


RP? 


ae RE(cose cosß cosy + sinß sing + ı)? 
= sina(2 sing -+ sinß) (cosacosßcos»® + sinßsing + 1) 
+ R(’ sine cose + a’ sing + a’ sin8) 
— sinz cosß(p + sinßcosa cos? — cosßsinp). 


Cette équation est du second degré en sing, cosy, c’est-à-dire de la 
forme 


Acos’» + 2Bsine cos? + Csin?g + 2D cose +2Esine +F=o; 
comme elle doit avoir lieu quel que soit 9, on doit avoir 


A+F=0, A—C=0, B=D=E=0; 
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ces cing relations deviennent ici, toutes réductions faites, 


RZ(1 + cos? cos?8) — sinasinß + Re’ sin® — psinzcos§, 
RE(cos?a cos? 8 — sin?3) =— 2sinasin$, 

(RZ sin 8 — sinz) cose cos8 = 0, 

2RzZcoszcos8 — R®’ sing, 

2REsin8 = 3 sine + Ra. 


Telles sont les cing équations de condition qui donnent lieu à une 
discussion facile : 


o —" : 1 | 
I" a — = est a rejeter, car on a alors 
2=Rsing8=—3, tRsing =a, 
qui sont incompatibles; 


A T ° e e ’ e 
2° De même f = - conduirait aux trois équations 


RE—sina+ Ra'—2sinx—3%sinx +!R3, 


qui sont encore incompatibles; 


3° Reste la solution 
R£sin3 —sin2. 


Or, on voit aisément que sin ne peut être nul; si alors on multiplie 
la seconde de nos équations de condition par sinß, elle devient 


cos? a cos? 8 — sin? 8 = — 2sin?ß, 


résultat évidemment absurde, si l’on se limite aux valeurs réelles 
de a, B. 

On conclut de là qu’il n’existe parmi les surfaces à focale isotrope 
aucune surface réelle répondant à la question; et, comme H doit néan- 
moins être rationnel en sing, coso, il ne peut plus y avoir que des 
enveloppes de sphères. 

Cela posé, sur une telle surface, une des courbures principales reste 
invariable le long de la génératrice; done, si la somme des courbures 
reste constante ou, plus généralement, s’il existe entre ces deux élé- 
inents une relation fixe donnée, les deux courbures principales seront 
l'une et l’autre invariables. En pareil cas, il est clair que la conique de 
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M. O. Bonnet devra se réduire à un cercle: la surface sera donc de 
révolution. Faisons, dans l'équation précédente, 


ce qui revient à prendre, pour variable /, la distance du plan du cercle 
à un plan parallele fixe; il vient 


I + R av = RRS 
dl cos V 
Mais | 
tang V — al : 
dh 


on aura done 
RsinV = | £RdR; 
d’où | 
di | ERdR 


= nn 7; 
rw ( fsRar) w—([s Ran)" 
equation qui definit le meridien de la surface. 


2. Etudions maintenant le cas où X est constant et égal à o dans 
toute l’etendue de la surface; en d’autres termes, cherchons les sur- 


faces minima à génératrices circulaires. 
Si nous considérons d’abord le cas des enveloppes de sphères, nous 
aurons la solution en faisant = = o dans le résultat obtenu plus haut, 


ce qui donne, en appelant C une constante, 
d__ _. 
dR yR?— CE GC ° 
c’est l’équation d’une chainette. 
Revenons au cas général des surfaces minima; la relation donnée 
peut s’écrire 
dQ, 0M\ _ 0Q _ ,  — 
N(M * 5) R (MS _Q 5) (Q-+wsine) (M!+ Q*) =o. 


Comme elle doit avoir lieu pour toute valeur de 9, les termes qui 
contiennent en facteur une puissance impaire de cosy, divisés par 
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cosy, donneront une fonction entière de sing qui devra être identi- 
quement nulle; les termes qui ne dépendent que de sing et cos*@ don- 
neront une seconde identilé; or, parmi ces derniers, le terme du degré 
le plus élevé en sing, c’est-à-dire le terme en sin?o, a pour coefficient 
— 3(u?+ 7+ x). ° 

En nous limitant aux surfaces réelles, il ne peut étre nul que si 
tw = 0, ce qui entraine p = o. 

L'identité devient alors 


w(¢ cose — using)? 
+ R[( us’ — wu') cose + (vw — we") sing + Riv! — wR’ | 
+ («cose + ¢ sing + R'} + w=o, 


Si l’on écrit qu'elle a lieu pour. toutes les valeurs de 9, on obtient 
cing conditions dont deux sont identiquement satisfaites et dont les 
trois autres sont 


—- re? — wu? Rov R’ — RR’ a! — w R? — wv? = 0, 
Rum’ — Rewu'+ awuR'=0, 
Rew! — Rove’ + aweR’ = o. 


Les deux dernières s integrent immédiatement et donnent 
GR au, wR*= bio, 
, e ° (’ 
a, b etant des constantes arbitraires. On en conclut — = const., c’est- 


a-dire que le lieu du centre est une courbe plane; notre axe OX étant 
actuellement indéterminé, prenons-le dans le plan de la courbe des 
centres; nous aurons 


P— 0, 
et la première de nos équations se réduira à 


— war-- Rew R’ — RR’ ow — wR? — v= 0, 


Prenons R pour variable indépendante; elle devient 
R: 
43° at Rw’ + ww + 173 = 0. 


Considérant ww? comme une fonction de R’, elle s'intègre immedia- 
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tement, et, en désignant par c une constante arbitraire, on trouve 


a?c cR? 


v= 9 u ———————— * 
ek’ + at R*— c?a? c'R'+ a’ R? — c?a? 
V 


En résume : 

Le plan du cercle se déplace parallelement a lui-méme; le centre 
décrit une courbe plane, et si l’on prend l’axe des x parallele au plan 
du cercle, l’axe des y perpendiculaire, les équations du lieu des centres 


sont 
ca? dR | cR* dR 


VER + a R?— car VER + a Ri— cat 


On retrouve ainsi la surface minima de Riemann. 


3. La méthode précédente s'applique, pour ainsi dire sans modifi- 
cation, à toutes les questions analogues. Si la condition imposée ne 
met pas en évidence que H doit être rationnel en sing, cos, on cherche 
s’il ne serait pas nécessaire que H? füt du premier degré en sing, cosy. 
Il en est ainsi, par exemple, lorsqu'on exige que le produit des cour- 
bures principales ne change que d’une génératrice à l’autre. En lais- 
sant de côté les surfaces de révolution, qui sont évidemment dans ce 
cas, on est conduit à faire » = 0, u = a dans l’équation de condition. 
On est ainsi conduit à reconnaitre que nulle surface de cette nature ne 
répond à la question. 

Pour les surfaces de révolution, en appelant a? le produit des rayons 
de courbure principaux, on a 








dV... RH 
HV Ge 
ou 
dV . aRR’ nn. ° 
2 a sin cos V = a (HcosV = R’); 


on sera ramené à intégrer cette équation pour avoir le méridien. 

Considérons, par exemple, le cas où a est constant, c’est-à-dire celui 
des surfaces applicables sur la sphère; si z est l’ordonnée d’un paral- 
lele de rayon R, on a 


tang V — IR 


SUR LES SURFACES A GENERATRICE CIRCULAIRE. 167 


L’équation précédente devient 
at ds = dR(V4R'+ a — aR?). 


On retrouve la surface de révolution bien connue, applicable sur la 
sphère. 

On démontrerait de même que les seules surfaces pour lesquelles 
une des courbures principales reste invariable le long de chaque géné- 
ratrice sont les enveloppes de spheres. Il est inutile d’insister sur ces 
calculs dont la marche est toujours la même et qui, d’ailleurs, ne 
donnent ici aucun résultat intéressant. | 


lV. 


PROBLÈME. — Déterminer les surfaces cerclees telles que l'inclinaison 
d’une ligne asymptotique sur la génératrice soit la même pour tous les 
points de celle-ci, cette inclinaison pouvant, d'ailleurs, varier d'une 
génératrice à une autre. 


1. L’équation (21) des lignes asymptotiques est 


(R T — N = + asing) sin?z + 2H jy sinicosi + Q cos‘ — 0. 
On voit que H doit encore ici être une fonction rationnelle de cosy, 
sing; en laissant de côté les surfaces étudiées dans le § II, on ne peut 
avoir que des enveloppes de sphères, et, comme ici l’inclinaison à déter- 
mine le rapport des courbures, les surfaces cherchées sont de révolu- 
tion. Si nous faisons dans l'équation précédente 


elle devient 


dV | 
. 2, 2, — 
Ra sinti-- wcosti=o., 


Or 
vw R'tang V, 


donc 
R dV sin’: + dR tang V cos*i = o. 
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Soit s la distance d’un plan du cercle à un plan parallele fixe, on a 
aR tang V = ds. 


On en déduit, sans difficulté, 


can 
—— dR 
af AR 
7 ne: 


pour l'équation du méridien. 





2. Il reste à examiner le cas des surfaces déterminées dans le pro- 
bleme II. Faisons la substitution indiquée dans le Tableau (T). En 
posant 

tang? = A, 


l'identité précédente devient 


A?R(8’ sinzcose + 2’ sing + a’ sinB) 
— Atsinzcos$(p + sinB cosa cose — cos sine) 
+ (aA sinzcosB + sinzsinß) (cosa cosß cos + sinßsing + 1) 
+ (A*+-1) sinzsin2(cos2cos8 cose + sin8 sine +1) =o. 


Cette identité est du second degré. Le terme en sing cosp devant être 


nul, on a d’abord 
(A?+ 1) sinzcoszcos8 = 0, 


d'où l’on déduit, en remarquant que sinæ — o donne un plan, et 
cos 8 = o des enveloppes de sphères, 


Le terme en cos devient alors 
ARS’, 


et, comme il doit être nul, B est constant; l’equation ne contient plus, 
ces deux conditions étant supposées satisfaites, aucun terme en coso. 
Les termes en sing et sin? doivent alors être nuls, ce qui donne 


(A?+1)sinB=o, (A?+1)sin*?8+sin8=o0, d'où B=o. 
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Le terme en sino et le terme constant sont alors 
(2A?+1) sing, — Afp + 2A. 
Il est impossible de les annuler ensemble dans le cas de surfaces 
réelles, puisque p serait imaginaire. 


On en conclut que les surfaces de révolution déterminées plus haut 
sont les seules qui répondent à la question ('). 


V. 


PROBLÈME. — Trouver les surfaces telles que UVinclinaison des lignes de 
courbure sur une génératrice circulaire soit invariable tout le long de cette 
génératrice. 


1. Soit ¢ l’inclinaison donnée; si l’on pose A = cotai, on devra 
avoir, pour toute valeur de 9 (18), 


AHS + RS —w NS =o 
Les surfaces enveloppes de spheres répondent évidemment a la 
question si À est constamment égal à o. Si A n'est pas nul, la surface 
doit être une des surfaces à focale isotrope étudiées dans le pro- 
bleme II, car H doit être une fonction rationnelle de sing, cosy. 
Faisons alors la substitution indiquée dans le Tableau (T); nous 


aurons 


(A sinacosß — sinasinß) (cos2cosB cosy + sin8 sine + 1) 
+ R($'sinecose + «sing + a’ sinB) 
— sina cosß(p + sin8 cosa cose — cos8 sine) =o. 


Cette relation, linéaire par rapport à sing, cos, donne les trois 
équations de conditions suivantes : 


(A sine cos3 — sine sin8) cosz cosß + R8' sinz — sinzcoszsin8 cosB = 0, 
(A sinz cosß — sinasinß) sin8 + Re’ + sinz cos? — 0, 
(A sinz cosß — sinz sin8) + R2’ sin’ — psinzcosß =o. 


(!) Nous avons laissé de côté l'hypothèse A?+- ı = 0; on s'assure aisément, en la trans- 
portant dans l'identité à vérifier, qu'elle entraîne sinz cosf = o. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Il, — Mai 1885. 22 
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Eliminons A pour avoir les conditions qui se rapportent a la nature 
m&me de la surface, nous obtenons 


Re’ cosß + sinacos8 + psinasinß=o, R’+pcosa—o. 


Ces deux relations sont précisément les équations (A) dela page 161; 
elles expriment que le pöle est fixe et, par suite, que la surface est 
une anallagmatique. 

Comme d'ailleurs la focale est isotrope et qu'elle coincide avec l’in- 
terseclion de la sphère directrice et de la déférente, cette focale doit 
se réduire à des génératrices de la sphère en question; ces conditions 
sont d’ailleurs suffisantes et l’on est conduit au théorème suivant : 


THÉORÈME. — Les seules surfaces dont chaque génératrice circulaire 
coupe à angle constant toutes les lignes de courbure sont les surfaces 
anallagmatiques telles que la déférente et la sphère directrice se coupent 
. suivant un système de droites ısotropes. 


Le nombre des génératrices composant l'intersection de la directrice 
de la déférente ne saurait être égal à 3; du moins, dans ce cas, la défé- 
rente étant réglée et admettant trois directrices rectilignes serait déter- 
minée et coinciderait avec la sphère directrice ; les sphères bitangentes 
orthogonales seraient toutes de rayon nul et leur enveloppe se rédui- 
rait à la directrice même. 

Si intersection se compose de deux génératrices de la sphère, elles 
sont nécessairement du même système; sinon elles se rencontreraient 
et, la déférente se réduisant à un plan, l’enveloppe serait une droite. 

On devra donc prendre pour intersection deux génératrices du même 
système D, D’ de la sphère. Une droite s'appuyant sur D, D’ et astreinte 
a rencontrer une courbe fixe et d’ailleurs arbitraire c engendrera la 
déférente. 


2. Le problème est résolu dans le cas général et la solution dépend, 
comme on le voit, d’une fonction arbitraire; la nature de la courbe c, 
lorsqu'on assujettira la surface à une condition restrictive quelconque, 
se déterminera par une intégration qui, en général, ne présentera pas 
de difficulté. 
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Supposons qu'on veuille, par exemple, que l’inclinaison #, déjà 
constante le long de chaque génératrice, soit invariable sur toute 
l'étendue de la surface; on obtiendra immédiatement une nouvelle 
intégrale. Pour le faire voir, reprenons la question du commencement; 
les trois équations de condition peuvent, comme on le voit aisément, 
être mises sous la forme suivante : 


B'sinf «@’cos2 cosz _ 





— eee eee 











cosß sina R  _ ” 
a cosı_ P'(Asinßcosß + cos’f— sin'f) _ 
sina (A cosß — 2sinf) cosf _ 


p — (À cosB — 2 sin8) cos8. 
La premiere s’integre dans tous les cas (R’— cosa) et donne 
R sine cos§ = a, 


a étant une constante arbitraire; elle donne, sous une autre forme, la 
solution générale déja obtenue. 


La seconde s'intègre dans le cas où A = const., et l’intégrale 
n COSB(A cosß — 2 sinß) sin?x = m, 


où m, n sont deux nombres arbitraires, complete alors la solution. 

L'interprétation géométrique de cette nouvelle intégrale ne parait 
donner aucun résultat intéressant; observons, cependant, qu’on peut 
en déduire une relation équivalente très simple, savoir 


2 m 
Bp — —: 
n 


En outre, on peut obtenir le rayon en fonction de l’arc / de la trajec- 
toire du centre par une nouvelle intégration; en effet, si l’on observe 
que cosa = R’ et qu’on élimine ß entre les deux intégrales déjà obte- 
nues, il vient | 


4nta®tR*R? = — m'R'+ 2na*(mA + 2n*)R?*— n'at(A' + 4). 


On voit que R? s’exprime à l’aide de fonctions simplement périodiques 
portant sur la variable /. Dès lors toutes les fonctions inconnues dont 
la question dépend se trouvent complètement déterminées. 
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3. Particularisons autrement la question : sans rien préjuger sur la 
fonction A, supposous qu’on veuille que R soit constant. 
On aura alors 


R'— cos: —0, z= =; 
l’equation Rß’+ p cosa = o donnera 
8 = const. 


Mais alors les deux dernières équations de condition (p. 169) montrent 
que p et A sont tous deux constants. La surface obtenue ici est donc 
tout à fait particulière et rentre dans celles du numéro précédent. 

La solution est, en somme, donnée par les équations 


a . I l 
cosB = p> u —COSB, v—o, w=sinß, P=» r=— _ cots, 


A= Snpcoss’ tang2i—sin2f$. 
Interprétons ce résultat. 
Le point P a pour coordonnées 


le plan du cercle enveloppe un cône de sommet P et le centre s’ob- 
tient en menant une perpendiculaire dans chaque plan tangent à ce 
cône, par le sommet P, à la génératrice correspondante, cette perpen- 
diculaire étant égale à Rsinß. 


D'autre part, le rapport > mesure la tangente du demi-angle au 


sommet du cöne osculateur a celui qu’enveloppe le plan mobile. Ce 
rapport étant ici constant, le cöne en question est de revolution et son 
demi-angle au sommet 6 est donné par la relation 


tang6 = — cots. 


On en conclut que la droite PO decrit un plan perpendiculaire a 
l’axe du cone enveloppé par le plan du cercle; sa longueur est con- 
stamment égale a Rsinß, l’axe du cercle fait avec celui du cône un 
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angle égal à B. La déférente est donc un hyperboloide de revolution à 
une nappe. 

Si l’on prend pour axes trois droites rectangulaires PX, PY, PZ, 
dont l’une, PZ, coincide avec l’axe imaginaire, l'équation de la défé- 
rente sera 

X?+ Y?— Z* tang?8 = R? sin’8, 


ou, à cause de cosß = = 
(X?-+ Y¥?+ Z?+ R*)a?= R*(Z? + R?). 
L’équation de la directrice sera d’ailleurs, son rayon étant égal a ai, 
X3+ Y?+ Z?+ a?= 0. 


La surface est un tore, les génératrices circulaires étant ici les sec- 
tions faites par les plans bitangents; on peut donc énoncer le théorème 
suivant : 


Tneortme. — Le tore est la seule surface engendrée par un cercle de 
rayon constant, et telle que, dans chacune de ces positions, ce cercle coupe 
sous un méme angle toutes les lignes de courbure. 


VI. 


1. Surfaces isocycliques. — J’appelle tsocyclique une surface qui est 
divisée en carrés infiniment petits par une série de génératrices circu- 
laires et leurs trajectoires orthogonales. 

En général, pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que 
l'équation des trajectoires orthogonales 


Ndl+Rde—o 


admette un facteur d’integrabilite de la forme a, A étant une fonction 
de /; en d’autres termes, il faut qu’on ait 


(ar) _ °C) 


a Oo! 
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Je ne traiterai pas le probleme dans le cas général et me contenterai 
de faire la remarque suivante : l'équation précédente n’est qu’en appa- 
rence du troisième degré en sing, cosg et se réduit, des qu’on effectue 
le calcul, à la forme 


Asin?o + B sing cose + C cos’e + D sine + E coss + F — 0; 


elle donne donc, en écrivant qu’elle a lieu pour toute valeur de ¢, cing 
équations seulement entre les fonctions inconnues qui sont ici au 
nombre de six; la solution doit donc être beaucoup moins restreinte 
qu’elle ne le parait au premier abord. 

Je me bornerai à résoudre le problème dans deux cas : les enveloppes 
de spheres et les surfaces à focale isotrope. 


2. Dans le cas des enveloppes de sphères, le facteur d’integrabilite 
doit être de la forme —> et l’on doit avoir 


M 
eM. ON) | OM 


ou 
A(pr cos? + R'e sing + ev?) + (RA) (»vsine + R') — AR(R’+ e' sine) — 0; 
d’où l'on déduit les trois équations de condition suivante : 
Asov=o, AR'6 + RA’*’&—AReo'—0, Avc?— ARR’+ R’'(AA)'=O0. 


A ne pouvant étre nul, nous aurons 


"zo où — 0. 


“0 


Si l’on avait » = 0, on en conclurait R’= o ou p — o, à cause de la 
relation wv = pRR’; enfin, si R’= 0, on doit supposer p = o. 

On retrouve ainsi les surfaces de révolution et les surfaces canaux. 

Supposons maintenant p = 0; la seconde équation peut s’écrire 


d'où, en intégrant, 
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a étant une constante. Portons cette valeur dans la troisième équation, 


elle devient 
A3GR'— ARR’ + RR'A'+ R? A — 0. 


Pour l'intégrer, posons 


nous aurons 
at RR + f'R'— 0. 


Il faut rejeter la solution R’= o qui donnerait 
AratR’— 0. 


Nous avons donc, en intégrant, 


I 
a = OR BF, 
b étant une nouvelle constante. 
Le problème est donc résolu par les équations suivantes : 
Rs ___aRR 


"= ———, u—=o, wr=pRR. 


Z 0, A == — — =) 
P R Var? — b VarR?— bi 


Interpretons cette solution : 

p =o indique que le plan du cercle générateur enveloppe un 
cylindre. Cherchons-en la section droite : le point où OY rencontre la 
caractéristique a pour coordonnées 


Or ici 
w VaR’— b (#)'= aRR’_ 
po a P. _ VarR— br 
donc dy = 0; donc enfin le plan du cercle tourne autour d’une droite 


fixe L. 
Il en résulte que le centre de la sphère enveloppée décrit une courbe 
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située dans un plan perpendiculaire à L. Comme la solution laisse 
subsister une fonction arbitraire, cette courbe déférente pourra étre 
choiste d'une manière quelconque. 
Le centre C de l’enveloppée a pour coordonnées 
l'O ‘= 5 
==0, y=o, =, 
® 
Soit K le point où L rencontre le plan décrit par ce point C; ses coor- 


données sont 


iS 9 
TO, yYo-s 20; 


on en conclut 





2 yi oy 


KC = PE 





Mais le rayon A de l’enveloppee est lié à R par l'équation 


ç? 
R?— R?+ pi 
On aura done 


___ „2 '\? *R? — 6 
Ki aan San nm OREM La D, 
P ° u ° 


donc l’enveloppée coupe orthogonalement une sphère fixe, et l’on 
obtient le théorème suivant : 


TuEoreME. — En laissant de côté les surfaces de révolution et les sur- 
faces canaux, les seules enveloppes de sphères qui soient divisées en 
carrés par leurs lignes de courbure sont définies par les deux conditions 
suivantes : 

1° Le centre de l'enveloppée parcourt une ligne plane; 

2° Cette enveloppée coupe orthogonalement une sphère fixe ayant son 
centre dans le plan de la courbe des centres. 


Remarque. — Il est bon d'observer que les lignes de courbure s ob- 
tiennent immédiatement; si l’on intègre l'équation 


"Rd + vcosedl— 0, 
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(4 T 


log tang (+ — X 2a _ =o 
gang 4. 2 + Va? R?— bt ° 


on à 


-G 


ou 


„oe I so oe wae 
On peut, d’ailleurs, remarquer que Reoss est un facteur d’integrabilite 


et que, par suite, l'équation des trajectoires peut aussi s’ecrire 


A 


M R cose = const. 


Ces deux intégrales sont évidemment identiques. 


2. Surfaces a focale isotrope. — Reprenons l’equation générale 
aM aN OH | 
A (x HN = = (RA) — RAY. 


Si nous y faisons la substitution indiquée dans le Tableau (T), elle 
devient 


— A(cosacosß cos? + sinßsing +1) (sinß cos2 sing + cos cose) 
— A(p + sinßcosa cos® — cos sine) (sinB cos? — Cosa cos? siny) 
— (RA)' (cosa cos3 cose + sin8 sing +1) 
+ RA[ß’ cos8 sins + (cosz cos)’ sing] =0, 


l’accent indiquant toujours une dérivée prise par rapport a L. 
Cette relation est de la forme 


a cos?» + b siny cosy + csin'o +dcoses +esinz + / —0o, 
et, pour qu’elle se réduise à une identité, il faut qu'on ait 
b=o0, d=o, c=0, a+c=o, a—f=o; 


la premiere équation a lieu d’elle-méme, ainsi que la quatrième. Il 
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reste donc seulement trois conditions, savoir : 


(RA)'+ A cos: — 0, 
— À sin 8 cos: + Ap cosacos§ — (RA )'sin8 — RAS cos8, 
— A cosß — Apsinß= (RA) cosz cos B — (RA) (coszcos$)’. 


- Si l’on remplace, dans les deux dernières, (RA)! par — A cosa, elles 
deviennent, toutes réductions faites et supprimant la solution sing =o 
qui donnerait un plan ('), 


pCOoS2 + Rd’—= 0, 


oesinßsinz + cos$sinz + Ra’cosß= 0. 


Ces relations sont précisément celles qui definissent les surfaces 
anallagmatiques à focale isotrope. Donc : 


Tneoneme. — Les seules surfaces cerclées a focale isotrope qui soient 
décomposées en carrés par les génératrices circulaires et leurs trajectoires 
orthogonales sont les anallagmatiques dont la deferente et la directrice 
se coupent suwant une ligne de distance nulle. 


Remarquons enfin que le facteur d’integrabilite - est immédiatement 


obtenu, car la premiere équation de condition donne immédiatement 


m 


A= m’ 


m étant une constante arbitraire: la fonction 


m 


sg (N dl + R de) 


sera donc une différentielle exacte. 


3. Les surfaces qui répondent aux deux dernières questions sont 
anallagmatiques; la déférente est réglée et coupe la sphère directrice 
suivant une ligne de longueur nulle. Il est nécessaire de donner, sous 


(1) Notre méthode s'applique sans modification à étude des systèmes do cercles situés 
dans un plan. Ici on retrouverait aisément la solution connue de co problème : Deviser un 
plan en carrés par une serie de cercles et leurs trayectoires orthogonales. 


SUR LES SURFACES A GENERATRICE CIRCULAIRE. 179 


forme finie, l'équation générale des surfaces réglées qui coupent une 
sphère suivant une pareille ligne. 

La surface réglée devant être réelle, la sphère sera imaginaire; 
sinon, toute droite réelle, astreinte à glisser sur une génératrice de 
cette sphère, glisserait également sur la génératrice conjuguée; la 
déférente serait alors, ou un plan, ce qui réduirait l'enveloppe des 
sphères à une droite, ou un cone. Mais ce dernier cas ne peut se pré- 
senter; la focale, en effet, ne peut se réduire à un point, car les coor- 
données du foyer satisfont à l’équation 


6x — dicos B, 


et cosf ne peut être nul pour aucune des surfaces considérées. 
Soit donc 
r+ yi+ + ai=o 


l’equation de la sphere directrice. Choisissons sur cette sphere la gene- 
ratrice 





z+ly=0, smal, 
Pour qu’une droite reelle 
L=MS+p, yzns+tq 
rencontre constamment cette génératrice, on doit avoir 
pan, q=—am. 
Les équations de la droite mobile seront donc de la forme 
z=ms+an, y=ns-—-am, 
et l’équation générale des surfaces réglées cherchées sera, des lors, 
9 (sa — ay, Sy + ax, a+ 5%) =0, 
> étant une fonction homogène quelconque, à trois variables. 
On obtient ainsi, sous forme finie, les intégrales des problèmes pro- 
posés; cherchons les cyclides qui répondent à la question; si l'on 


choisit pour 9 une forme linéaire, la déférente est un paraboloide. 


On peut aussi prendre pour + une forme quadratique particulière, 
savoir 


Af(xs—- ay} + (ys +azr)*] - 
+2[B(r5:—-ar)+C(r5+ar)](s+a)+D(:t+ at) 0. 
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En effet, s° + a? apparait alors en facteur et, en le supprimant, il 
reste un hyperboloide & une nappe. Si B et C sont nuls, la surface est 
un tore. Sinon la directrice touche la déférénte en deux de ses ombilics 
et l'enveloppe est une cyclide de Dupin. 


NOTE. 


Quelques-uns des résultats etablis analytiquement dans la seconde 
Partie de ce travail sont susceptibles d’une démonstration géométrique 
que nous croyons devoir indiquer rapidement. 

Spheres bitangentes. — Soient G, G deux génératrices circulaires 
situées dans des plans Q, Q’ et S une sphere quelconque passant par G; 
cette sphere coupera G’ en deux points M,, M, et la corde M,M, coupera 
la droite d’intersection de Q et Q’ en un point P, qui sera d'égale puis- 
sance par rapport aux deux cercles considérés. Ce point restera fixe 
quand on fera varier le rayon de S; c’est le centre radical de G et G’. 

La sphere S étant supposée fixe, supposons que G’ se rapproche indé- 
tiniment de G; M,, M, tendront vers des points déterminés M, M' de G, 
et P, vers un point P situé sur la caractéristique du plan Q; la corde MM’ 
ira passer par le point P ( fg. 3). Done chaque point pris sur l'axe OZ 


Fig. 3. 


a: ns 


re eS 


Xe 


du cercle G est le centre d’une sphère tangente à la surface cerclée en 
deux points de G; toutes les cordes de contact sont concourantes; 
toutes les spheres de deux séries consécutives coupent orthogona- 
lement une sphère fixe ayant P pour centre; d'ailleurs, à une sé- 
cante MM’, correspond une sphere bitangente, et une seule, et réci- 





~~ 
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proquement; M, M’ forment ce que nous avons appelé un couple de 
points conjugués (‘). En ces deux points les plans tangents font des 
angles égaux avec le plan Q et, par suite, coupent l’axe OZ au méme 
point; leur droite d’intersection trace deux divisions homographiques 
sur OZ et sur la polaire CC’ de P; elle décrit donc un hyperboloide. 

Points remarquables. — Si la sphere bitangente se réduit a un plan, 
la corde MM’ devient la caractéristique AA’ du plan Q; en A, A’ les 
normales à la surface sont paralleles à OZ, et le cercle G est tangent à 
une ligne asymptotique de la surface. 

Si S admet G comme grand cercle, la corde M,M°, qui est toujours, 
dans l’espace, perpendiculaire à la droite menée du centre de S au 
centre de C’, aura pour limite la perpendiculaire menée de P à la tan- 
gente de la ligne des centres O, projetée sur le plan Q; cette droite est 
celle que nous avons appelée axe radical; les points a, a’ qu’elle déter- 
mine sont ceux où la normale à la surface est tout entière dans le plan Q. 

Cherchons les points où la génératrice G touche une ligne de cour- 
bure; de part et d'autre d’un tel point, il doit s’en trouver deux infi- 
niment voisins, tels que la corde qui les joint soit perpendiculaire à la 
droite d’intersection des plans tangents correspondants; mais alors ces 
deux plans tangents sont également inclinés sur le plan Q : les deux 
points dont nous parlons sont donc conjugués; les points de courbure 
sont donc les points de contact des tangentes issues de P. 

Surface des normales. — Cherchons enfin la surface ©, lieu des 
normales aux différents points de G. La trace de cette surface sur le 
plan Q se compose du cercle G et des deux diamètres Oa, Ox’; cela 
donne en (out un lieu du quatrieme ordre, et, comme chaque point de 
ce lieu, sauf a,, a,, est certainement un point simple de &, celle-ci est 
une surface du quatrième ordre; cela résultera d’ailleurs de ce qui suit. 

Cherchons les points doubles de 2; de chacun d'eux partent deux 
normales ayant leurs pieds sur G; comme toute normale doit rencon- 
trer OZ, la ligne double se scinde en deux : d’une part, l’axe OZ qui 
correspond aux couples de points conjugués; d’autre part, le lieu des 
points d’où l’on peut mener deux normales ayant leurs pieds diamétra- 
lement opposes. 


(1) Il est entendu que nous laissons de côté le cas des enveloppes de spheres. 
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Or ce dernier lieu a, sur OZ, un point bien déterminé correspondant 
au cas où les pieds des normales sont à la fois conjugués et diamétra- 
lement opposes et, par suile, appartiennent au diametre PO. Soit H ce 
point; si nous menons par OZ un plan quelconque, il coupera le lieu 
cherché en un point unique distinct de H; donc ce lieu est une conique; 
elle coupe l’axe OZ en Het la génératrice G aux deux points «,, a. Son 
plan est ainsi déterminé; il rencontre les parallèles à OZ, menées par 
A, A’en deux points qui achèvent de définir la conique. 

Cette courbe, l’axe du cercle et le cercle lui-même constituent les 
trois directrices de la surface cherchée. 

Ce qui précède met en évidence une série de coniques appartenant à 
la surface des normales; en effet, le plan mené par le centre d’une 
sphère bitangente et la corde des contacts correspondante coupe la 
surface suivant une courbe du quatrième ordre composée des deux 
normales et d’une conique. 

Toutes les coniques ainsi obtenues s'appuient en deux points sur la 
conique double et rencontrent constamment les deux droites a«,, a’a,. 
Leurs plans enveloppent un cône ayant pour sommet P et pour équa- 
tion, dans notre systeme de notations, 


(ur+oy +ws + RER} = 4RR' (5 + py)s. 


ERRATA. 


Page 145, ligne 11, et page 147, ligne 10, au lieu de Ribaucour, Z4ses O. Bonnet. 
Page 150, ligne 4 en remontant, mettre après le mot anharmonique un renvoi (!) et la note 
suivante : 
(!) Ce théorème a été donné par M. Ribaucour pour le cas particulier des enveloppes 
de spheres. ' 


EXTRAIT D’UNE LETTRE 


De M. MARKOFF, 


PRIVAT-DOCENT A L'UNIVERSITE DE SAINT-PETERSBOURG. 





Permettez-moi de m'adresser à vous comme au Secrétaire des Annales 
scientifiques de l’École Normale supérieure, à l’occasion du Mémoire de 
M. T.-J. Stieltjes : Quelques recherches sur la theorie des quadratures 
dites mécaniques, publié dans ce Journal (n° 12, année 1884). M. T.-J. 
Stieltjes, dans le n° 5 de son Mémoire, établit quelques inégalités 
que j'ai déjà démontrées dans le Mémoire Sur certaines inégalités de 
M. Tchebychef (Mathematsche Annalen, t. XXIV, p. 172-180). 

J'ai attribué ces inégalités à M. Tchebychef et j’ai signalé son 
Mémoire Sur les valeurs limites des intégrales (Journal de Liouville, 
année 1874). 

La démonstration de M. T.-J. Stieltjes et la mienne sont identiques. 
Cependant M. T.-J. Stieltjes n’a fait aucune mention de moi ni même 
de M. Tchebychef. 

J'ajoute encore que, dans mon Mémoire Sur certaines applications 
des fractions continues, publié en russe, ces inégalités sont considéra- 
blement généralisées. 


NOTE A L'OCCASION DE LA RECLAMATION DE M. MARKOFF, 
Par M. T.-J. STIELTJES. 


En réponse à la réclamation de M. Markoff, je dois déclarer que c est 
seulement par lui que j'ai appris l'existence de l’article de M. Tcheby- 
chef Sur les valeurs limites des intégrales (Journal de Liouville, 1874), 
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où se trouve déjà l’énoncé des inégalités en question. Je regrette bien 
de n’avoir pas connu plus tét ce travail. 

Du reste, mes recherches ont été tout à fait indépendantes de celles 
de MM. Tchebychef et Markoff; en effet, mon travail a été remis à la 
Redaction des Annales de l’Ecole Normale vers le milieu du mois de 
mai 1884, et je viens d’apprendre que la livraison des Mathematische 
Annalen contenant l’article de M. Markoff n’est arrivée ici à la biblio- 
theque de l’Université que dans la seconde moitié de septembre 1884. 

Naturellement, je reconnais volontiers que M. Markoff a, le premier, 
publié une démonstration des inégalités de M. Tchebychef. 

Je veux profiter de cette occasion pour ajouter une remarque nou- 
velle au sujet traité dans mon Mémoire. 

La démonstration des inégalités de M. Tchebychef en forme bien 
une partie essentielle; mais, pour le but que je me suis proposé, il 
n'est pas moins essentiel de démontrer que les A, convergent vers zéro 


I e ° e e ’ # % @a e ° 
avec —- Ce point important, je lai démontré d'une manière indirecte 


et en m’appuyant sur le développement d’une fonction arbitraire par 
la série de Fourier. Il semble pourtant tres désirable d'établir cela 
d'une manière plus simple et plus directe, mais mes efforts dans cette 
direction n’ont pas conduit au but désiré. 

On peut voir, dans une Note que j’ai présentée à l’Académie des 
Sciences et qui se trouve dans les Comptes rendus du 22 septembre 1884, 
que la question à laquelle je touche ici a une liaison intime avec la 
convergence d’une certaine fraction continue. 

Voici maintenant une propriété nouvelle des coefficients A, que j'ai 
rencontrée dans cette recherche. 

Pour mettre en évidence la dépendance de A,, Ag, ..., Ay, ..., du 
nombre entier n, je désignerai maintenant ces nombres par AT, Aj, .... 
A", ... Avec cette notation, je trouve qu’on a toujours 


Art HAN... + AZ I CAT + A5 + ...+ AZ, 
AFF HAS +... + AID A+ Af+... + AZ. 
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Certaines différentielles algébriques s’integrent algebriquefhent; 
d’autres s'intègrent par un seul logarithme. Ce sont là deux cas im- 
portants de réduction des intégrales abéliennes. 

Liouville a complètement résolu le probleme de l’integration alge- 
brique. Dans ses premières recherches ('), il le ramène à cet autre : Étant 
donnée une équation différentielle linéaire d'ordre quelconque, qui a pour 
coefficients et pour second membre des polynômes entiers, reconnaitre si 
elle admet pour intégrale particulière une fonction rationnelle. Mais c’est 
là encore une question délicate, et Poisson conservait des doutes (?) 
sur l’efficacité des principes qui permettaient de la traiter dansles cas 
les plus simples. Liouville reprit le problème et le réduisit à recon- 
naître si une équation linéaire admet pour intégrale particulière un 
polynôme entier. Ainsi simplifié, le problème ne dépend plus que de la 
résolution d’un système d'équations du premier degré. 

Ces résultats ont été publiés (?) sans démonstration et paraissent 





(1) Sur la détermination des intégrales dent la valeur est algebrique, deux Mémoires 
(Journal de l’École Polytechnique, XXW° Cahier ; Memoires des Savants etrangers, 1. V). 

(2) Rapport sur les précédents Mémoires (Journal de Crelle, 1. X). 

(3) Nouvelles recherches sur la determination des intégrales dont la valeur est alge- 
brique (Comptes rendus, t. Il; Journal de Liouville, 1. 1). 
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avoir échappé a quelques auteurs. Je commence par les établir; puis, 
par des considérations analogues à celles qui y conduisent, je montre 
que, pour savoir si une différentielle algébrique donnée s'intègre par un 
seul logarithme, il suffit de connaître un certain entier. On n'a plus alors 
qu’à résoudre un système d'équations du premier degré. En terminant, 
j applique ce théorème à une intégration qui a occupé Abel (') et, plus 
récemment, MM. Tchebichef (?) et Zolotareff (? ). 


I. 


1. Considérons une équation algébrique irréductible 
F(x, y) =X,y” + Xyy™@ +... + Xp y + Xm =, 


où X,, X,,..., X, représentent des polynömes entiers en a. On sait 
que toute fonction uniforme ¢ du point (x, y), qui n’a d’autres points 
singuliers que des pôles et des points critiques algébriques, est égale à 
une fonction rationnelle de x et y. Je reprends rapidement la démon- 
stration (*) de ce théorème, parce qu’elle met en œuvre les éléments 
même que nous rencontrerons dans la suite. 

La fonction t est une fonction algébrique de x. Désignons par ¢,, 
fy, ce. Un Ses m déterminations, qui correspondent aux m valeurs y,, 
Yar +++) Ym Que prend y pour chaque valeur de x, et considérons les 
m expressions 


byte lsytt... tbmyt, («= 0,1,32,...,m—1). 


Ce sont des functions symétriques de y,, Ya» .... y. Ce sont donc des 
fonctions rationnelles de x. Soit P leur dénominateur commun; nous 


pouvons poser 


(1) Ltt AYE + in RE TE (a= 0, 1,2, -—ı), 





(1) Sur l'intégration de la formule différentielle CR y e+, et Theorie des transcen- 
dantes elliptiques, probleme III. 


(2) Journal de Liouville, 1864 et 1874. 
(?) Theorie des nombres complexes, Saint-Pétersbourg, 1874. 
(*) Briot, Theorie des fonctions abeliennes, note B. 
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les lettres P, Py, P,,..., P„-, représentant des polynömes entiers en x. 
Du systeme des m équations (1), tirons l'inconnue 2, par la méthode 
des multiplicateurs indéterminés. Multiplions la premiere de ces équa- 
tions par A,,_,, la seconde par A, ....., l’avant-dernidre par A,, la 
dernière par 1, et ajoutons; si nous égaluns à zéro les coefficients de 
Lis ly, vs Im, nous obtenons les m —-1 relations 


BT HAN + Anyg +... + Ana + An mo (8 =2,3,....0) 
entre les indéterminées A, et il reste 
Ps + À, P +... ’ + Am. Po . 


(3) & (yy + Avy? +...+ A, —,) = -— ZZ —— 


Sn vertu des relations (a), les multiplicateurs 1, A,, Ay ..., A, 
sont proportionnels aux coefficients de l'équation 


nn — Noy + (Koyı + Kam? + (Kr ++ Xm-)) = O, 


quia pour racines yo, Yss « ++ Yme On a done 


A, = es x ’ 
Xo? + X,y + X, 
A, > SEE, 
A. — KK, t+... + Xu 
m= 


Portant ces valeurs dans l’equation (3), on en tire 





L — I XoP mes + (Ko,rı + X,) Pin-at + (X 77 1 +... + X w- Po 
PR TRITT Hm NK, y tr... + Xms 


Remarquons qu'au numerateur de 2, figure un polynôme entier eny,, 
du degré m — 1, dont le terme en y”°" est divisible par X,, et, au de- 
nominateur, la dérivée partielle de F(a, y,) par rapport ay,.Commey, 
désigne l’une quelconque des valeurs de y et 2, la valeur correspondante 
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de t, nous pouvons supprimer les indices et écrire 


, 2 PoXoy™ + QI +. + Qui 
(4) ae F,(x,)) 


Les coefficients Q seront des polynömes entiers en x, non divisibles en 
general par X,. 


2. Nousallons transformer l'expression de 2 en remplaçant l'inverse 
de F, par un polynôme entier du degré m — 1 en y. Considérons le dé- 
terminant 


X, X, X, ... X O eee O 
Oo X, X, . Xi Nm --- O 
Xn 
(5) X,A —_— ° ° ° » ’ 
mX, (m—1)X, (m—2)\, .... 0 0... O 
Oo mX, (m—ı)\, ... Xa-ı 0  ... O 
o o o wae . . wee) Mme) 


qui, égalé à zero, exprime que F(a, y) et F,(x, y) ont une racine com- 
mune en y. On sait qu'il est égal, a un facteur numérique pres, au pro- 
duit de X, par le discriminant 


Fy.(2, 1) Fy, (2; Ja) ees F,.(2,Ym) 


de l'équation F(z, y)= 0, considérée comme équation en y seulement. 
Nous pouvons done prendre A pour ce discriminant. 

D’autre part, on ne changera pas la valeur du déterminant X,A si l’on 
ajoute aux éléments de la dernière colonne ceux de l’avant-dernière 
multipliés par y, ceux de la précédente multipliés par y?, ..., enfin 
ceux de la première multipliés par y?”-?, ce qui revient à remplacer 
celte colonne par 


ym-2F, y”=°F, ung YF, F, y"-'F,, y"F,, BR YF,, F,. 


Alors le déterminant, développé suivant les éléments de cette derniere 


colonne, prend la furme " 
AF + BF,. 
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En tenant compte de I’hypothese F = o et divisant par X, les deux 
membres de l’identite (5), il vient simplement 


I X, X, a or O  ... o 0 
O Xo X, ... Xin—1 X. ... O Oo 
(6) A= Oo O Oo pes ses one so.  Xm-y 0 |, 
Im (m—1)X, (m—a2)X, ... o QO... oO yue-l ™ 
0 mX, (m—1)X, ... XX, Oo  ... o y"? 
| O Oo O cee . . ... 2X yo I 


On voit que le déterminant qui multiplie F, estun polynöme entier en y, 
du degré m — 1, et que son terme en y”~' est divisible par X,, car ila 
pour coefficient le déterminant qui se déduit du précédent en suppri- 
mant : 1° la ligne et la colonne qui se croisent sur l’element y"-'; 
2° la premiere ligne et la premiere colonne. On pourra donc écrire 


(7) A=(RX,y”'+Rıy”?+...+ Ras) Fy, 


les polynömesR,, R,. . . ., Ry, n'étant pas en général divisibles par X,. 
L’equation (7) donne 


I _—_ R, XKyrm-! + R,y”?+ eee +Ru-ı 
FR A 


Portant cette valeur dans la formule (4), il vient 


— (P,X,y”-' + Q,y”? +...+ Qn-ı) (RX, y”-' + R 773 + + Rh-; ) . 


‘ PA 


Le numérateur de 2 est un polynôme entier du degré 2m — 2 en y. 
Son terme en y?”-? étant divisible par X, et le suivant par X,, on 
pourra, au moyen de l’equalion 


Xoy™+ X,y"-'+...+X,=0, 


l’abaisser au degré 2m — 4 sans que ses coefficients cessent d’étre en- 
liers par rapport à X,; mais à chacune des m — 3 substitutions qu'il 
faudra encore opérer pour abaisser ce polynôme du degré am — 4 au 
degré m — 1, le coefficient X, s’introduira comme dénominateur, en 
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sorte qu'on aura finalement 


Co + Gr + + Oni 
©) UT > 72.7 


les C étant des polynömes entiers en x, non divisibles en général 
par Xo. 
Telle est expression de ¢ que nous avions en vue d'obtenir. 


3. Remarque. — La determination de l’exposant, que nous venons de 
trouver égal a m — 3, nous servira dans la troisième partie de cette 
étude. Elle tombe en defaut si m est egal a 2; mais alors le numéra- 
teur de ¢ est du second degré. Son terme en y? est divisible par X, 
(même par X?). On peut donc l’abaisser au premier degré, sans que X, 
s'introduise en dénominateur. Il vient alors 


i— Coy + C, ; 
~~ PA 


I]. 


4. Nous pouvons maintenant aborder le probleme suivant : 


Étant donnée l’equation algébrique irréductible 
F(z, y) = Xoy™ + X,y™"! +...+ Xa-ıy + Xn = O, 


où Xo, X,,..., Xm sont des polynömes entiers en x, on demande si l'inte- 


grale 
5 = [> dx 


est ou n'est pas une fonction algébrique de x. 


Voici comment Liouville résout la question. 

Il résulte des travaux d’Abel que, si l'intégrale s est algébrique, elle 
est égale à une fonction rationnelle de x et y. C'est une fonction de la 
nature des fonctions £. Elle est donc aussi égale à un polynôme entier 
en y, du degré m — ı, ayant pour coefficients des fonctions ration- 
nelles de x. Nous poserons 


(9) slo thy + Eat +. + Em ym. 
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9 . ‘ . e ea ds . ’ 
Il s’agit de déterminer les fonctions & de manière que == soit égal 
L 


à y, ou de reconnaitre l’impossibilité de cette détermination. 
Différentions expression de z: 








dz dz dE m-. 
(10) dy 
: + [E:+ 229 +. + (m—1)Em1y""?] Az 


Multipliant les deux membres par y*, on peut écrire 





ya — y* oe + yt! a + part as + wee + yerm—i = 
(11) E, d(y%*) ES d{ Ava) (m —1)Em—, d(yarm-t) 
+ —_————— + — + ...+ a ———— na © 
a+ı dr at2 de atm—t d.r 


Attribuons successivement à y les m valeurs y,, Ya» ..., y, fournies 
par l’équation F(x, y) = 0, et ajoutons membre à membre les m éga- 


lités ainsi déduites. En posant 
Sy — ye + yÉ +), +y*,, 
nous trouverons 














dé, di; dem - 
Sun = Sa 7 = + Sasi ZZ dr + Sur in +... + Sarm-ı dx - 
12 . u 
(12) 5, AS 241 262. AS a+ (m —1)Em—1 Sum 
+, ee NT 
ati dx a+2 dx X+ Mm—I dx 


Faisons successivement x égal à 0, 1, 2, ..., m— 1 dans cette for- 
mule. Nous obtenons un système de m équations différentielles li- 
néaires et du premier ordre par rapport aux fonctions inconnues ‘i Les 


coefficients qui y figurent sont les sommes S, et leurs dérivées $4 - La 
théorie des fonctions symétriques permet de les exprimer au “moyen 
des coefficients X de l’équation F(x, y) =o et de leurs dérivées x 


Remarquons que la premiere équation du systeme (12) n’est autre 


ue 
q a=m-1! 


d 
= dx D Eu Sa 
a=90 
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On aura done 
(13) [Side = mio + 514 Set + Enden 


en sorte que la fonction & sera connue par une quadrature quand on 
connaîtra les autres fonctions €. Une premiere condition de possibilité 
du probleme sera donc que la fraction rationnelle 


ait son intégrale algébrique. C'est ce que l’on reconnaitra facilement. 
dz ° . , ° 
On portera la valeur de 2 fournie par la première équation dans les 
L 
suivantes, et, en résolvant le système ainsi réduit, on aura, pour les 


Arıya dé, nm . nan: 
m — 1 dérivées Je dr des expressions linéaires par rapport 





aux fonctions ¢,, ..., &m-ı. On pourra donc former par le procédé 
connu une équation différentielle linéaire d’ordre m — 1 pour chacune 
de ces fonctions et appliquer la méthode des «coefficients indéterminés, 
si l’on connaît le dénominateur des fractions cherchées. 


5. Ce dénominateur commun des fonctions & peut s’obtenir de la 
manière suivante. 
Supposons d’abord que le coefficient X, soit constant. Alors y reste 
fini pour toutes les valeurs finies de x. Il en est de même de l’intégrale s. 
> 
a 


e bd I ? e ® # . 
Les fonctions rationnelles +>, formées ici avec z et y comme précé- 


demment avec ¢ et y, restent finies pour toutes les valeurs finies de x. 
Ce sont des polynömes entiers. Ainsi P se réduit, comme X,, à une 
constante, et l'expression générale de £, donnée par l'équation (8), 


devient 


___ G, C, , C, 2 Cn-i m—i 
s=T7r7) u We u u", . 


, . C , 
On voit que, dans le cas présent, les fonctions ¢, = 7 ont pour déno- 
minateur commun le discriminant A. 
Supposons maintenant que X, dépende de x. Ce cas se ramène au 
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I 
precedent. Posons, en effet, y = ns T étant un polynöme determine 


de manière que, dans l’equation entre y’ et x, le coefficient de y” soit 
indépendant de .r. Ce sera d’ailleurs X, lui-même ou un diviseur de X.. 
Si l'on a 

T=T,TT:...Tr, 
l'équation T,T,T,...T, = o n'ayant que des racines simples, le plus 


grand commun diviseur de T et de sa dérivée — sera 


G=T,T:... Tr. 


Or les seules valeurs finies de x qui puissent rendre infinie l'inté- 


grale 
:= (ya: = (Ada 


sont les racines multiples de T. Soit x, l’une d’elles, et soit p son ordre 
de multiplicité. Pour x = 2,5, les diverses intégrales 


Sa = f © da 


seront ou finies ou infiniment grandes d'un ordre au plus égal à celui 


I e e P LA 
—————. Donc les fonctions rationnelles — auront pour déno- 
(2 — z,)P-! pP 

_— 0 


minateur commun, soit 4 lui-même, soit un diviseur de 6. L’expres- 
sion générale de 2, donnée par l’equation (8), se réduit alors à 


de 


= Co, ou, Cr 12 D 4 Em-ı yin 
C= GN GA GAR Gar à? 


en désignant par A’ le discriminant de l’equation qui lie y’ a x. Par 
conséquent, on pourra prendre pour dénominateur des fonctions & le 
produit 9A’. 


6. Remarque. — Outre les résultats qui précèdent, Liouville indique 
aussi qu'on serait encore ramené à chercher des polynöınes entiers 
(quand X, est constant) si l'on prenait pour inconnues, soit les m fonc- 


tions 


(14) Parı = 509 + 519041 + eee + En-ı Sarm-ı (x — 0, l,... m — 1), 
Ann. de l'Ec. Normale. 3° Série. Tome ll. — Juix 1885. 29. 
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soit les v2 — 1 fonctions 














‘a ‘’ - a » a. 
= & dx. Sy Sy . Sm-1 AS x4-m=1 
(19) Tr — — 7 TT... Fr — MT ÖL TT 
x da 2+1 dx X+ I —ı dr 
(2=1,2,.,Mm—1). 


En effet, 2,,, n'est pas autre chose que 


P 
m oh -” Pi À - Ph à — % 
“19 1 +- ~2) 2 + eee + Sm.) m — P 9 


. Pa a ; . 
et nous avons vu que les fractions 5° se réduisent à des polynômes 


quand X, est constant et ont pour dénominateur 9 si X, dépend de x. 
Quant aux fonctions s, on a identiquement, d’apres la formule (12), 


Sy.) = AL oe (x=1,2....m—1). 


Ainsi les fonctions s dépendent des fonctions 5, dont la détermination 
revient a celle de polynömes entiers. Une fois les fonctions ¢ connues, 
les m équations (14), où 49, 4,5 +++, Sm, entrent linéairement et qui ont 
pour déterminant A (ou A’) donneront les valeurs de ces fonctions. 
Pour déduire de la détermination des inconnues s celle des fonc- 
tions %, il suffirait d’adjoindre l’équation (£3) aux m — ı équations (15). 


7. E.remple. — Nous allons appliquer la methode de Liouville à un 
exemple choisi de manière à permettre une vérification immédiate. 
Soit à intégrer la fonction y définie par l'équation 


yi— 3y + ax —o. N 


L’intégrale cherchee sera de la forme 


Si l’on calcule les sommes S,, S,, Sa, S,, S,, on trouve 


So —=3, S,=0, 8,=6, Ss——67, S, —:18. 


Par suite, le système d'équations différentielles (12), que doivent véri- 


SUR LES QUADRATURES ALGEBRIQUES ET LOGARITHMIQUES. 195 


fier les fonctions 2, devient 


d . 
0 — 7, (+ 223); 


d:, diy. _. 
ee re 
dio d:, 29 7 
— 323 — 3a +97 ~~ sie 


| dz er ; 2a, 
Portant la valeur de — de la premiere équation dans la troisième 


et resolvant le systeme que forment alors les deux dernieres, on trouve 


| 3(1 — at) Gi = ré + 22,+ 3(1 — .x*), 
(2) ; 
| 3(1—- 2) 7 = +20. 


De là, on déduit facilement l’équation linéaire du second ordre 


d?:, d:, 
1— r?) ——— — azar == — 8,3. 
9( ) 4 dx 2 3 
Or le coefficient de y* dans l'équation proposée est constant; le discri- 
minant est, à un facteur numérique pres, égal à (1 —x?;. Nous pou- 
vons donc poser 


C étant un polynôme entier qui devra satisfaire à l'équation 


dx? 


9 — ar)? 





+ gxr(t— x?) st + (10+ 8.r?)C = 3(1—.r?)?, 
Ici, comme dans tous les autres exemples qu’on pourra avoir à 
traiter, deux hypothèses se présentent : 1° les termes du plus haut 
degré du premier membre se réduisent entre eux ; 2° ils se réduisent 
avec le terme de degré le plus élevé du second membre. 
Si l'on désigne par à le degré inconnu du polvnôme C, la première 
supposition conduit actuellement à l'équation 


gh(.—1) —9448=0, 


dont les racines sunt fractionnaires. 
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La seconde supposition exige que C soit du second degre. On pour- 
rail poser 
G=ar+br-+ec 


et chercher à déterminer a, 5, c, en identifiant les deux membres de 
l'équation différentielle; mais il est plus simple ici de remarquer que, 
en vertu de cette équation même, C est divisible par (1 — x”). On peut 


done prendre 
dC OO 


y _. 2 u _. __ 
C—a(i— xt}, =— 200, 737 


de — 2a. 
Ces valeurs, portées dans l’equation différentielle, donnent 
— 18(1 — 2 a —18rt(1—xt)a +(10 + 82?) (1— ra = 3(t — x*}° 


ou bien, tous calculs faits, 


En conséquence, il vient 


Portant cette valeur de &, dans la seconde des équations (&), on trouve 


— 3 . 
Ey = 77, 
quant 4 &,, ona 
Go = 262 + const. =; + const. 


Choisissant la constante arbitraire de manière que €, soit nul, on ob- 
tient facilement 


Ce résultat est facile à vérifier. En effet, on a 


s= f yde=ay— frdyaaxy +} andy 


ou bien, en annulant z avec y, 


? + 67° 


>” Zr 
V+ 8 


Mais on a aussi 


sr=z3yr—ary, yi—Oy? = —-3y?— 2.0K; 
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d’où, en substituant dans l’expression de z, 


_ 8ry—ary— 37? _ 6xry—3y?. 


 — 8 — S 9 


c'est bien ce que nous avions trouvé. 


8. Étant donnée l'équation algébrique irréductible 
(16) f(u,U)=U* Ju) + UT fu) +... + U fm) + fm) = 0. 
OU for far + +3 fins fm désignent des polynömes entiers en u, on demande 
st la fonction u, inverse de Vintégrale 


ii 
du 


~ U 


& 


> 


est simplement périodique et n'a en chaque point 3 qu'un nombre limite 
de valeurs. 

S’il en est ainsi, la fonction u, en vertu d’un théorème dia MM. Briot 
et Bouquet ('), est racine d’une équation algébrique, ayant pour coef- 
ficients des fonctions entières d’une exponentielle e%*, où le facteur ¢ 
est constant. 

De plus, l'équation proposée présente alors certains caractères que 
je vais rappeler (?): 

1° Si l’on désigne par à; le degré du polynôme (u), on a 


Omim—k+o0, (k=0,1,2,...,m—1). 


Il en résulte que toutes les valeurs de & qui correspondent à U = o sont 
finies; elles sont fournies par l’équation /„(u)= 0. 

2° Toute racine multiple d’ordre p de f,(u) est racine d'ordre p — 1 
au moins de /,-,(w),..., et, en général, d’ordre p — /—1 au moins 


de /m-ı(u)- 


(1) Recherches sur la theorie des fonctions (Journal de l'École Polytechnique, 
XXXVI° Cahier, troisième Mémoire : Integration des équations différentielles au moyen 
des fonctions elliptiques). | 

(?) Voir Recherches algebriques sur les intégrales abeliennes ( Annales de l'Ecole Nor- 
male, 2° serie, t. XII, p. 117 et 124). 
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3° Les valeurs-c du rapport 7 pour u infini et les valeurs c, du rap- 


port a pour U =o forment une suite de nombres tous commensu- 
rables entre eux. 

Ces conditions sont nécessaires pour que la fonction & ait la forme 
analytique proposée; mais, sauf le cas où l’&quation F(u, U)=0 estdu 
venre zero, elles ne sont pas suffisantes. 

Quand elles sont réalisées, on trouve facilement les valeurs exactes 
de tous les paramètres c et c,, et l’on peut déterminer, à un facteur 
entier près, le coefficient g. 

Si, parmi les valeurs de U qui deviennent infinies avec u et sont du 
même ordre que uw, il y ena p qui forment un système circulaire, elles 


u a 0° Ws . 
donnent, pour le rapport 7; la même valeur c finie et différente de zero, 


et l'intégrale s admet la période polaire 2pirc. Pareillement, si, parmi 
les valeurs de U qui deviennent nulles pour les racines b de /„(u) et 


sont du même ordre que u — b, il y en a p’ qui forment un systeme circu- 


. du A , 5 7 
laire, elles donnent, pour le rapport ZU’ la mème valeur c,, et l’inté- 


srale s admet la période polaire 2p’ixc,. 


9. En suivant la marche des opérations qui font connaitre le genre 
d’une courbe algébrique à singularités supérieures (‘), on déterminera 
par des calculs purement arithmétiques les divers nombres p et p’. Les 
diverses quantités pc, p’c, sont donc connues; puisqu'elles sont com- 
mensurables entre elles, il est aisé de trouver leur plus grand commun 
diviseur 2 : j'entends par là un nombre réel (qui pourra être incommen- 


. . JC pc, _: 
surable) ou un nombre imaginaire, tel que les rapports Z; — soient 


tous des entiers positifs ou négatifs qu'aucun entier ne divise à la fois. 
Toutes les périodes polaires sont des multiples de 21709. Si ces pé- 
riodes sont les seules que possede l’integrale z ou si les autres pé- 


riodes de z sont aussi des multiples de 22%», l’exponentielle ef sera 
une fonetion algébrique de u, admettant, pour chaque valeur de u, 





(1) Foir notre Mémoire déjà cité, Annales de l’École Normale, 2° série, t. XII, p. 156 
et suivantes. 
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m valeurs et m seulement. Mais il peut arriver que z ait des périodes 
abéliennes égales à des sous-multiples de 2279; il existe alors un entier 


. 2 T0 . , + 
positif à, tel que —— est le plus grand commun diviseur des périodes 


abeliennes et, par suite, de toutes les périodes de z. Ce n’est plus l’ex- 
3 


ponentielle e?, mais bien e* qui prend m valeurs pour chaque valeur 
de u. 

Il faudrait donc déterminer l’entier inconnu %. On n'y a pas réussi 
jusqu’à ce jour; on n'a pas même prouvé que la connaissance de % per- 
mit de répondre à la question posée plus haut. Je vais montrer qu'il 
en est ainsi. 


10. Je supposerai, pour abréger l’écriture quand p n’est pas égal 
à 1, qu'on ait pris pour nouvelle variable =; et je continuerai a l’ap- 


peler s; U sera la dérivée de uw par rapport à cette nouvelle variable. 
Les périodes de la nouvelle intégrale s auront pour plus grand commun 


. QT , . nn 
diviseur = » À étant un entier que nous considererons comme connu. 


L’exponentielle e** est une fonction algébrique de u et admet m va- 
leurs pour chaque valeur de w. En raisonnant sur cette exponentielle, 
sur u et U, comme on l’a fait, en commencant, sur ¢, x et y, on arrive 
à l'expression _ 

es = + HU + ltr... + hr, 


dans laquelle les lettres ¢ représentent des fonctions rationnelles de w. 


11. Nous allons, en imitant le procédé de Liouville, établir entre 
les m fonctions inconnues & autant d’équations différentielles linéaires 
du premier ordre. Différentions par rapport à 3 l'équation précédente 
et, dans la dérivée Xe du premier membre, remplacons e’* par sa 
valeur; on trouve ainsi 


| 22 + & L +. . et Em .U" “Ty 


_ déo - dé; mi Emi : 
; al yw Mm —WSm-y lb" A l 
+ n du + 26e du +. + wn--ı du ) N) 
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ou bien, en groupant les termes d’une maniere différente, 


- __ ‘dé, - dz, Em m—1 
= (a z)U+ (3 —28,) 08+... + (Set — 22,4) U 


dem-ı N dU dU dU 


m m — m—1 lo, 
+ Br U"+ EU — aa + 2& U? +... t(m—1)E ng 0” In 


Multipliant les deux membres par U“, on peut écrire 


EU? — (2 He _ 9g, ) Ue + (& 2) Ua+t +... 


dE n-.a . de, Ë due) | 
/ _SMTA DE A+ on —1 m Fran Si 
(18) + ( du En )U + +- du U + —— 23 et 


+ (m —~ 2) E me d(Us+™ N + (m u 1) Em-ı d(U%+") 
a+m—1 du x + m du 





Attribuons successivement à U les m valeurs U,, U,, ..., U, fournies 
par Péquation F(u, U)=o et ajoutons membre à membre les m éga- 
lités ainsi déduites. En posant 

S,—= U* + US4+...+U4, 
hous trouverons 





di 
Lo Sa = (z — 2X, ) Sues + (2 - as Saat... 
d m— dEn-- ds + 
(19) 4 + ( om 2 — Em) Sarm-ı + du + Satin + u Er "+. 
i | Eu (m — 2 )Eöm- 2 ASa+m-1 1 (m — 1) Em-ı Bam 
2+m—i du a+ m du 


Faisons successivement « égal à — 1,0, 1, 2, ..., (m — 2) dans cette 
formule. Nous obtenons un système de m équations différentielles 
linéaires et du premier ordre par rapport aux fonctions &; les coeffi- 
cients qui y figurent sont des fonctions rationnelles de u. En résolvant 
dé, AE m — 
du’ "du 
sions linéaires (et homogènes) par rapport aux fonctions &, ..., Em=ı- 
On pourra donc former par le procédé connu une équation différen- 
tielle linéaire d’ordre zn pour chacune de ces fonctions. Ces m équations 
seront des équations sans second membre, de la forme 


amt dm-1E d: u 
(20) No Fm + Nam tt Nm, + MS Os 





ce systeme, on aura, pour les m derivees » des expres- 
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les lettres n désignant des polynömes entiers en u complètement connus, 
puisque % est supposé connu. 


12. La méthode des coefficients indéterminés sera applicable à cha- 
cune des équations (20) quand on aura déterminé le dénominateur 
commun des fractions rationnelles £. En vertu de la formule (8), ce 
dénominateur est le produit 


PLyo(u)]”—A, 
A etant le discriminant 


Sv, (u, U;) Su,(u, U,)... fi, (4, Un) 


de l'équation fu, U) =o et P le dénominateur commun des fractions 
rationnelles 


- P 
HU + e.U% +... + en U4 = > (a= 0, 1,2,..., 


m — 1). 


Les valeurs finies de w qui rendent infinie l’une de ces fractions 
sont celles qui rendent infinie l'exponentielle e** ou la dérivée U. Pour 
que l’exponentielle e*, où à est un entier positif, devienne infinie, il 
faut et il suffit que la variable complexe z prenne des valeurs de la 
forme «+ Bi, « et ß étant réels, 8 quelconque et « infiniment grand et 
positif. Or z ne devient infiniment grand, w restant fini, que si U, et par 
suite f,(u), s’annulent. 

Soit donc u= une racine de flu). 1 Les valeurs de U qui s’annu- 
lent avec u — 5 sont de l’ordre de u — 5; l’inverse de l’une d’elles sera, 
aux environs du point b, représentée par le développement suivant 





où, d’après nos hypothèses, c, est un entier positif ou négatif. Multi- 
plions par du et intégrons ; il vient 


s=c, log(u—6)+.... 


La partie réelle du logarithme népérien de la quantité tres petite 
(u — b) est négative et tres grande en valeur absolue. Pour que la 
partie réelle de z soit positive et tres grande, il faut et il suffit que c, 
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soit négatif. Alors l’exponentielle e sera, pour u=b, de l’ordre de gran- 
deur de (u — 5)“, et le dénominateur P sera divisible par (u — b)-**. 
Désignons par — vy, —,,..., — Yin ..., — Ya ceux des parametres c, 
qui sont négatifs, et soit »;(«) le produit des différents binömes (u — 6) 
auxquels correspond la valeur +; de c,. Le polynöme P sera divisible 
par le produit 


Blu) = [9,(u) PN [og(u) Pe... [o,(ae) Pu... [or (u). 


13. Les valeurs finies de « qui rendent U infini sont les racines de 
Ss(u). Soit u = b l’une d'elles; supposons qu’on ait, aux environs du 
point à, 


_T mgt! 
U=hlu—b) r+h(u—b) P +.... 


L’exponentielle e** restant finie pour w= b, le produit e**U* sera 


Xe 
infiniment grand et de l’ordre de (u— 6) ”. Mais, si l’exposant = est 


oer : P , ; x 
fractionnaire, les termes de la somme >> qui sont du degré — 7 se 


reduiront entre eux, puisque cette somme est une fonction rationnelle. 


Si E(x) est le plus grand entier contenu dans > la fraction me sera, 


pour w= b, infiniment grande comme (u — 5) ""”**, & étant un entier 


Pu. 
P 
visible par (u — b}*"""#, Supposons donc qu'on ait determine les expo- 





positif ou nul. En appliquant cette règle à ‚ on voit que P est di- 


sants =, qui commencent les développements des diverses racines U 


infinies pour /,(w) nul (cette recherche dépend de simples divisions 


algébriques) et soit u le plus grand en valeur absolue de tous ces 
0 


exposants. Désignons par Ele plus grand entier contenu dans (m — 1) ; 

Q 
et par 4, (u) le produit des facteurs binömes distincts de /,(u); le poly- 
nôme P admettra ces facteurs à un degré de multiplicité au plus égal 


à E. On pourra donc prendre pour P le produit #(u)[%,(u)]’ et, par 
suite, le dénominateur cherché D sera 


D = ©(w)[Yo( u)JELfo(u)]"-2 A. 
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14. Voici maintenant deux remarques qui permettront d’abréger les 
calculs. 


Remarque I. — On pourra, dans la plupart des cas, abaisser l’expo- 
sant E attribué à tous les facteurs binömes de },(w), en affectant chacun 
d'eux du plus grand des exposants E(m — 1) qui lui correspondent. 


Remarque II. — Dans l'équation proposée 
f(u,U)= fo(u)U™+ fy(u)U" +. + fm (a) U + fin (u) = 0, 


on peut faire disparaitre le terme en U. D’apres les conditions rappe- 


ma est la dérivée logarithmique d’une 


fonction rationnelle de uw. On peut donc écrire 


lées au début, le quotient 





/m--ı() 
u 


log6(u) = 


4(u) désignant une fraction rationnelle qui s'obtient par des divisions 
algébriques ('). Si l’on pose 
_. {du I 


. — —t— — 1009 
3 — ja! „ 1089(u) 


. . du . . 
° 9 ’ [4 va ” I. 4 ‘ 
et si l’on désigne par W la dérivée 7, on n’a qu'à différentier par rap- 


port az pour trouver 


UTW m fala) 


Substituant dans l'équation proposée, on obtient une nouvelle équa- 
tion différentielle sans terme en W. 

Or, s'il existe une relation algébrique entre la fonction w et une 
exponentielle e*, il en existera une aussi entre u et l’exponentielle e”, 
puisqu'on a 4 
er: — [6(u)]™ ext, 


(1) Voir Annales de l’École Normale, 2° série, t. XI, p. 150 et suiv. 
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La réciproque est vraie. On pourra done, si l’on veut, se borner a con- 
sidérer des équations sans terme en U. 


15. Application. — Nous supposerons cette réduction opérée sur 
l'équation générale du second degré en U, et nous écrirons 


fotu)U?+ fatu) = 0 


ou, plus simplement, 


U:— B = o. 
_ Par suite, nous aurons 
S_,=o, S,=2, S,—=o, 8.=2B. 


Dans le cas de m = 2, le systeme d'équations fourni par la formule (19) 
est le suivant : 











dé de . as 

2E,8 1 — (3 = 28, S, + Te S, + ft Ta 
‘diy di é, aS 

rg — [eo _ 4: das, SB, 
1080 = (7e 13) Si + du? à du 


En remplaçant S_,, So, S,, S, par leurs valeurs, il se réduit à 


de, ” LES d: . dB 
= Te 21% = 2B 77 Far: 


La première équation fera connaitre &, quand £, sera déterminé. Si 
l'on en tire 4, ainsi que sa dérivée, et qu’on substitue dans l'équation 
suivante, il vient 
dés _ dB din 


cso | ED Ko her — 
du? | du du ad Eo = 0, 


2B 


ou, en tenant compte de l’expression de B, 


Se 


d? , , d: . 
(21) af PTE + (ff fo) Fe + 2H SZE, =o. 


u 


” 
= 


Pour trouver le denominateur de £,, revenons aux formules 


As, — + je Az, — À ¥ . 
em, Ep SU, AM. + uU; 
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on en déduit par addition 
erz, + edz, — Le — 280 


. . , . e ° > + , 
Ainsi le dénominateur de Ë, est celui de la fraction P Nous l’avons dé- 


— 


terminé au n° 12. 
_ Tout ce qui précède s'applique au célèbre problème posé par Abel : 
Etant donnée la différentielle 


(u + A) du 


=== R(u)=u+ au + But+ yu +4, 
VR(«) 


reconnaître si elle s'intègre par un seul logarithme. Nous avons à traiter 
l'équation 

Jo U?+ Jr O0, 
dont les coefficients ont pour valeurs 


h=(u+A), fi —R(u). 
L’equation (21) devient alors 


a(u+A)R(u) ooo [(u + A) R'(u) — 2R(«)] at — 2(u + A), =o. 


}? 
du? 





Comme on suppose essentiellement que le polynöıne R(u) a ses ra- 
eines distinctes, les paramètres c, sont tous nuls. L’exponentielle e}* 
reste finie pour toutes les valeurs finies de z; par suite, 4, est un poly- 


nome entier. Si l’on pose 


le terme du plus haut degré en u dans l’équation différentielle en &, a 


pour coefficient 
2p(p—1)+2p — 2d? = a( p?— 4%), 


Egalant ce coefficient à zéro, on voit que pest égal a, puisque p et ?. 
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sont tous deux positifs. Ainsi la fonction €, est un polynôme entier et 
un polynôme de degré ? 

Il serait facile. dans ce cas particulier, d'arriver directement à cette 
conclusion; mais il n’était peut être pas sans intérêt de la rattacher à 
la proposition générale que nous avons établie plus haut. 


APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE 


AUX 


PHENOMENES CAPILLAIRES, 


Pan P. DUHEM, 


ÉLÈVE A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


I. — Introduction. | 


Laplace et Gauss ont fondé la théorie des phénomènes capillaires sur 
les hypothèses suivantes : 

Un liquide en équilibre est formé de particules immobiles; deux 
quelconques de ces particules s’attirent avec une force F qui est égale au 
produit des masses m et m’ des deux particules et d’une fonction f(r) 
de la distance r qui les sépare | 


F=mm'(f)r. 


Cette fonction /(r) devient sensiblement nulle aussitôt que la dis- 
tance mutuelle des deux particules surpasse une longueur extrêmement 
petite À qui porte le nom de rayon d'activité moléculaire. 

Cette hypothèse est devenue, entre les mains des deux grands géo- 
mètres, le point de départ de l’une des théories les plus belles et les 
plus fécondes de la Physique mathématique. 

Poisson, reprenant une idée de Young, éleva des objections contre la 
supposition, admise par Laplace et par Gauss, de l’homogénéité du 
fluide. Il chercha à montrer que les particules liquides, voisines de la 
surface terminale du fluide, placées par conséquent dans des condi- 
tions différentes de celles qui règnent à l’intérieur même du fluide, n’ont 
pas la même densité que les particules éloignées de la surface terminale. 
Après avoir ainsi compliqué le problème, Poisson en donna la solution. 
Cette solution est conforme aux résultats de l'analyse de Laplace. 
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Récemment, M. É. Mathieu |') a résolu à son tour, d’une manière 
beaucoup plus simple, le probleme posé par Poisson. Il a moutré que 
l'on pouvait, sans compliquer beaucoup les raisonnements de Gauss, 
les modifier de manière à tenir compte de la variation supposée de la 
densité au voisinage des surfaces terminales. Toutefois, l’application 
même des principes de la Mécanique rationnelle au problème dont il 
s'agit laisse subsister certains doutes dans l'esprit. La légitimité de 
cette application repose sur les hypothèses suivantes : 

1° Le travail effectué durant une moditication du liquide par les 
forces qui le sollicitent est égal à la variation que la fonction des forces 
subit par l'effet de cette modification; 

2° Le principe des vitesses virtuelles s’applique aux modifications 
que l’on considère. 

Ces hypothèses sont-elles admissibles lorsqu'on tient compte du 
changement de densité que les liquides subissent au voisinage de leur 
surface terminale? C’est ce que nous allons examiner. 

Lorsqu’a la mème temperature, sous la même pression, un même 
corps se présente sous deux formes avant des densités différentes, on 
dit qu'il éprouve un changement d'état. La vaporisation de l’eau, la 
fusion de la glace sont les exemples les plus connus de ces change- 
ments d'état. 

L'étude des changements d'état conduit aux conséquences suivantes : 

1° Le travail qui les accompagne n’est pas égal à la variation de la 
fonction des forces calculée à la manière de Gauss. 

2” Le principe des vitesses virtuelles n'est pas applicable aux états 
d'équilibre qui limitent ces changements d'état. 

Deux cas, en effet, peuvent se présenter: ou bien, sous les deux états 
que le corps considéré peut affecter, l'attraction qui s'exerce entre 
deux molécules de masses m et m’, situées à la distance 7, est represen- 


tée par la même formule 
F=mmfırs 


ou bien, selon que l'on considere l'un ou l'autre de ces deux états, on 
doit employer pour fr) deux fonctions différentes de la distance r. 


ee, A © TTT 


1 B. Mararec. Theorie de la capiliarite; 1883. 
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La premiere hypothèse est-elle admissible? Si elle était exacte, le 
travail effectué par les forces intérieures, pendant un changement 
d’état, serait positif ou négatif suivant que le changement d’état serait 
accompagné d’une contraction ou d’une dilatation. Or l’expérience 
dément cette proposition. La fusion de la glace est accompagnée d’un 
travail intérieur négatif, et cependant ce phénomène correspond à 
une contraction. 

Nous devons done admettre qu'à tout changement d'état du corps 
correspond un changement de forme de la fonction /. Mais, pour que la 
variation de la fonction des forces représente le travail effectué par les 
forces F, il faut que cette variation de la fonction des forces soit due à 
un changement de valeur des quantités 7, et non à un changement de 
forme de la fonction f. Si la forme de la fonction / vient à changer, la 
variation subie par la fonction des forces n’a plus, en Mécanique, au- 
cune signification. 

En resume, le travail interne qui accompagne un changement d'état 
ne peut être représenté par la variation de la fonction des forces cal- 
culée à la manière de Gauss. | 

Pour trouver l’état d'équilibre d’un système susceptible d’éprouver 
un changement d'état, peut-on lui appliquer le principe des vitesses 
virtuelles? Il n’en est rien. L'eau et la vapeur saturée, par exemple, 
sont en équilibre. Cependant, certaines modifications virtuelles du 
système, par exemple la condensation d’une petite quantité de vapeur, 
entraînent un travail positif. 

Appliquons ces remarques aux phénomènes capillaires. 

Concevons une masse liquide, et, pour simplifier, supposons-la sous- 
traite à l’action de la pesanteur et soumise à une pression extérieure 
normale et uniforme. Prenons ensuite cette même masse, à la même 
température, sous la même pression, mais après lui avoir donné une 
autre forme correspondant à une plus grande surface. Certaines parties 
du liquide qui, dans le premier cas, étaient à une distance sensible de 
la surface sont, dans le second cas, au voisinage immédiat de cette sur- 
face; leur densité a changé, bien que la température et la pression ex- 
térieure soient restées invariables. Le liquide a subi, dans certaines de 
ses parties, un changement d’état. 

Nous n'avons a priori aucune raison de supposer que des principes 
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qui, en général, ne s'appliquent pas aux systèmes susceptibles d’éprouver 
des changements d'état, deviennent d’une application légitime dans 
les cas particuliers qu’étudie la théorie des phénomènes capillaires. 

Donc, si l’on veut tenir compte du changement de nature qu'un li- 
quide peut éprouver au voisinage des surfaces qui le limitent, on se 
heurte aux difficultés suivantes : 

1° Le travail qui accompagne un changement de forme du liquide 
n’est plus égal à la variation que subit, par l'effet de cette déformation, 
la fonction des forces du liquide. 

2° Pour trouver la figure d'équilibre d’un liquide, il n’est plus permis 
de faire usage du principe des vitesses virtuelles. 

En un mot, si l’on suppose que les liquides éprouvent une modifica- 
tion au voisinage de leurs surfaces terminales, la Mécanique ration- 
nelle devient impuissante à traiter le problème de la capillarité. 

Si donc on veut traiter d’une manière logique le problème de la ca- 
pillarité, au moyen des seules données de la Mécanique rationnelle, on 
doit négliger, comme l'ont fait Laplace et Gauss, les modifications que 
les liquides peuvent éprouver au voisinage de leurs surfaces terminales. 
Si, au contraire, on veut tenir compte de ces modifications, il faut, à 
l'exemple de Th. Young et des physiciens qui ont adopté la théorie de 
la tension superficielle, partir d'un principe non justifié par la Méca- 
nique rationnelle. 

Il y a là une regrettable lacune. La Thermodynamique permet heu- 
reusement de la combler. Ses principes, qui complètent ceux de la Mé- 
canique rationnelle, s’appliqueni aux changements d'état, qui échappent 
aux prises de la Mécanique. Nous verrons, dans ce Mémoire, qu'ils per- 
mettent d’édifier la théorie des phénomènes capillaires en tenant compte 
des changements d'état qui peuvent se produire au voisinage des sur- 
faces terininales. 

La théorie des phénomènes capillaires, fondée sur les principes de 
la Thermodynamique, présente d’ailleurs un avantage qu'il est peut- 
être bon de signaler; elle affranchit cette partie de la Physique de 
l'hypothèse de l'attraction moléculaire. Cette hypothèse a donné, dans 
l'étude des phénomènes capillaires, de magnifiques résultats; mais elle 
s'est montrée moins heureuse et moins féconde dans plusieurs autres 
parties de la Physique mathématique. Bien qu’elle ait tout d'abord servi 
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a édifier la théorie de l’élasticité, Lamé a cherché à l’éliminer des 
principes de cette science, en attachant une grande importance à cette 
tentative. De nos jours, les idées des physiciens sur la constitution de 
la matière ont subi des changements encore plus profonds. Ils ont été 
amenés à regarder les molécules qui constituent les corps, non comme 
des points matériels en repos, mais comme des mobiles animés de 
très grandes vitesses, et cette hypothèse a reçu des développements 
importants qui constituent la théorie cinétique des gaz. Il y a donc in- 
térêt à donner à la théorie des phénomènes capillaires un fondement 
indépendant de l'hypothèse de l'attraction moléculaire aujourd’hui si 
vivement combattue. 

On a déjà fait, avant le Travail que nous avons entrepris, plusieurs 
applications de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires. Mais 
ces applications poursuivent un but fort différent de celui que nous 
venons d'indiquer (‘). 

Sir W. Thomson, qui avait fait un si heureux usage du théorème de 
Carnot dans l’étude de la compressibilité des liquides et de la traction 
des solides, appliqua le même théorème à l’étude de la quantité de 
chaleur mise en jeu lors de l’extension d’une lame liquide (?). M. Mou- 
tier soumit à des considérations analogues l'ascension des liquides 
dans les tubes capillaires (?). Le même mode de raisonnement fut em- 
ployé par M. Lippmann dans l'étude des phénomènes électrocapil- 
laires (*). Enfin, M. Van der Mensbrugghe (°) a complété la relation 
donnée par sir W. Thomson en y introduisant un terme qui avait été 





(1) M. J. W. Gibbs, dans la deuxième Partie de son Mémoire : On equilibrium of hete- 
rogeneous substances (Trans. Connecticut Acad., 1. Ill, p. 343; 1880), a fait une applica- 
tion de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires analogue à celle qui sert de point 
de départ à notre travail. 

(2) W. Tnomson, On the thermal effect of drawing out a film of liquid (Philosophical 
Magazine, 4° série, t. XVII, p. 61; 1859). 

(3) J. MoutiER, Chaleur de capillarité ( Bulletin de la Societe philomathique, t. X, p. 75; 
1873 ). 

( +) G. Lippmann, Relations entre les phenomenes électriques et capillaires (1875, these 
de Doctorat, et Annales de Chimie et de Physique, 5° série, t. V, p. 194). 

(5) G. VAN DER MENSBRUGGHE, Applications de la Thermodynamique à l'étude des va- 
riations d’energie potentielle des surfaces liquides. Consequences diverses. Communica- 
tion préliminaire (Bulletin de l'Académie de Bruxelles, 1° Partie, t. LI, p. 769; 1876). 
Deurième Communication préliminaire (11° Partie, t. LIT, p. 21; 1876). 
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négligé. M. Van der Mensbrugghe a fait de nombreuses applications 
de la relation ainsi modifiée. | 

La théorie des phénomènes capillaires que nous allons exposer con- 
duit à la relation de sir W. Thomson et de M. Van der Mensbrugghe. 
Elle relie donc deux parties, jusqu'ici entièrement isolées, de la théorie 
des phénomènes capillaires : les équations d’équilibre des liquides, 
d’une part, et la chaleur mise en jeu dans les modifications capillaires 
d'autre part. 

Elle s’applique encore à d’autres phénomènes physiques, que l'on 
a cherché à relier de diverses manières à la capillarité; nous voulons 
parler des phénomènes de surfusion, de sursaturation, des retards d’é- 
bullition, qui ont fait autrefois l’objet des travaux de Donny, de Du- 
four, et qui, plus récemment, ont pris une si grande importance, grâce 
aux expériences de M. Gernez. 

M. Moutier (') a cherché à rendre compte des retards d’ébullition en 
regardant la vaporisation comme un simple mélange du liquide avec 
l’atmosphere ambiante, et en appliquant à ce phénomène un théorème 
du a Athanase Dupré. Mais les raisonnements de M. Moutier condui- 
sent a l’impossibilit& de la vaporisation d’un liquide dans le vide. 
M. Van der Mensbrugghe (?) attribue la surfusion des gouttes d’eau, 
observée par M. Dufour, à l’influence exercée par les surfaces sur la va- 
leur de la chaleur spécifique de l’eau liquide. Mais cette explication 
ne rend pas compte des phénomènes de surfusion présentés par l’eau 
en grandes masses. Sir W. Thomson (*) a montré que la courbure des 
surfaces liquides exerçait une influence sur la tension de vapeur 
saturée ; il a donné, à cet égard, un curieux théoreme reproduit au- 
jourd’hui dans tous les Traités de Physique. Enfin plusieurs physi- 
ciens, parmi lesquels je citerai M. H. von Helmholtz (*), attribuent 
les retards d’ébullition à la pression capillaire qui se produit au sein 


(1) J. Moutier, Sur la formation des vapeurs ( Bulletin de la Societe philomathique 
7° série, t. IV, p. 245; 1880). 

(2) G. VAN DER MENSBRUGGHE, Deuxième Communication préliminaire (loc. cit.). 

(3) W. Tuomson, On the equilibrium of vapour at a curved surface of liquid (Philo- 
sophical Magazine, 4° serie, t. XLII, p. 448; 1871). 

(*) H. von HELMHOLTZ, Zur Thermodynamik chemischer Vorgange, IN (Sitzungsber. der 
Akad. der Wissensch. zu Berlin, t. Ul, p. 662; 1883). 
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des bulles de vapeur. En présence de cette divergence d’opinions, il 
ne semblera peut-étre pas inutile de tenter une solution nouvelle de 
cet important probleme. 


II. — Equations générales de l’equilibre des fluides 
soustraits à l’action de la pesanteur. 


Les fluides que nous avons en général a étudier sont soumis a des 
forces extérieures : ainsi tous les fluides que nous observons à la sur- 
face de la terre sont pesants; mais, dans beaucoup d’expériences, Jes 
forces extérieures n’ont qu’une influence secondaire, ou méme tout 
a fait négligeable. L’étude d’un systeme qui leur serait entierement 
soustrait peut donc présenter quelque utilité. Cette étude étant beau- 
coup plus simple que la théorie des fluides soumis à des forces quel- 
conques, il convient de la faire en premier lieu. 

Nous étudierons donc tout d’abord un systeme soustrait a toute force 
extérieure, sauf à une pression normale et uniforme agissant sur la 
surface qui le limite. Nous désignerons par P la valeur de cette pres- 
sion par unité de surface. 

Si le systeme que nous considérons a en tous les points la même tem- 
pérature absolue T, il admet un potentiel thermodynamique ('). Desi- 
gnons par U l’énergie interne, par S l’entropie, par V le volume total 
du systeme, par E l’équivalent mécanique de la chaleur. Le potentiel 
thermodynamique du système sera défini par l'égalité 


(1) d — E(U — TS) + PV. 

Le systeme est composé d’un certain nombre de corps solides ou 
fluides, que nous désignerons par les indices 1, 2, ..., p, ..., 7. 
Soient U, l’énergie interne du corps désigné par l'indice p, S, son en- 
tropie, V, son volume. Nous aurons les identités 


p=n Pon pon 
u=) U, s=¥5,, v=) v,. 
p=t p=1 p=1 


(1) P. Dunem, Theorie du potentiel thermodynamique (Comptes rendus, t. XCIX, 
p. 1113; 1884). 


214. P. DUHEM. 
Si nous posons | 
nous aurons 


poa 
v=) 0, 


p= 


en sorte que, pour connaître ®, il suffira d’avoir determine ®,. 

Le corps p présente la même densité, la même constitution chi- 
mique et physique, en tous les points pris à une distance des surfaces 
qui le limitent supérieure à une certaine longueur, d’ailleurs insen- 
sible, que nous désignerons par à. Au contraire, l'état d'une particule 
située à une distance x, inférieure à 2, de l’une des surfaces qui limi- 
tent le corps p, dépend non seulement de l’état sous lequel le corps p 
se présente à distance des surfaces terminales, mais encore de l’état 
sous lequel se présente, à une distance suffisante des surfaces, le corps ¢ 
auquel le corps p confine le long de la surface considérée, et aussi de 
la distance x de la particule à la surface. | 

Le corps p peut être en contact par une certaine surface dont ®,, re- 
présentera l'aire avec la surface qui limite le systeme; il peut être en 
contact avec un corps quelconque g du système par une surface dont 
l’aire sera représentée par 0,,.Si nous désignons par 5, la surface totale 


du corps p, nous aurons 
Ip = ) Ip 


e aN ara e e . 
le signe Ÿ s'étendant aux valeurs suivantes de l’indice g: 
ad 
g—0,1,2.-..,p—l, P+1,..., 0. 


Par tous les points de la surtace 6,, menons, vers l’intérieur da 
corps p, des normales à cette surface, et sur chacune de ces normales 
portions une longueur égale à 2. Les extrémités de toutes ces normales 
dessineront une deuxième surface 6, parallèle à 9,. Le corps p se trou- 
vera séparé par la surface 6, en deux parties : un noyau interne com- 
pris à l’intérieur de la surface 6, et une couche superficielle d’epais- 
seur 4, comprise entre les deux surfaces 6, et 6, . 

Puisque à est extrêmement petit. le volume de cette couche a pour 


valeur 20,: si nous désignons par e, le volume du noyau interne, nous 
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aurons 


Vp p+ =) Ong (g=0,1,2,..,P—ı,P-+1,...,n). 
q 


En tous les points du volume ¢,, le corps se présente sous le méme état 
physique et chimique; soit D, la densité qui correspond à cet état; 
soient u, l'énergie interne, s, l’entropie de l’unite de masse du corps 
pris dans cet état. Le volume +, fournira à la quantité ®, un terme 
égal a 

[ED,(u, —Ts,) + P]p,. 

Considerons maintenant la partie de la couche superficielle qui a 
pour base la surface ®,,, g étant un des indices o, 1, 2, ...,.p—1, 
pti, ..., n. Cette partie a pour volume 20,,. La constitution du 
corps en un point M de ce volume dépend, comme nous l’avons dit, de 
la nature du corps g et de la distance x du point M à la surface 0... 

Sur la surface 6,,, prenons un élément d8,,; sur cet élément pris 
comme base, construisons un cylindre droit de hauteur x, traversant 
toute l’épaisseur de la couche externe; à la distance x de la surface 9, ,, 
menons une section droite de ce cylindre; traçons une deuxième sec- 
tion droite à la distance æ + dx de la même surface. Ces deux sections 
découpent dans le cylindre un élément de volume qui a pour valeur 
dd,, dx. En un point de cet élément de volume, le corps p se présente 
sous un état qui dépend de æ et de la nature du corps q. Soit A, la den- 
site du corps en ce point; soient Y, et Z, l’énergie et l’entropie de 
l’unité de masse du corps pris dans l’état dont il s'agit. L'élément de 
volume que nous considérons fournira à la quantité ®, un terme égal à 


[EA,(Y,— T2,) + P]a9, ‚ar. 


Ye Zp» A, sont des functions de x, dont la forme dépend de l’état sous 
lequel les corps p et q se présentent à une distance suffisante de la sur- 
face terminale 9,,. Les divers éléments du cylindre droit ayant pour 
base &,, fourniront à la quantité ®, des termes analogues dont la 
somme aura pour valeur 


À À 
9 f [EA,(Yp—T2,) + P]dx = dq f EA,(Y,—T2,)de + PA 48,9. 
0 0 
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La soinme des termes fournis à la fonction ®, par tous les éléments de 
volume compris à l’intérieur de la partie de la couche interne qui a 
pour base la surface 0, a pour valeur 


- A 
N lf EA,(¥,—T2,)de + Pal d9».9- 
0 


Le signe \ indique une sommation qui s’étend à tous les éléments 


di, de la surface 0,,,. Cette sommation équivaut en réalité à une inté- 
gration double. La quantité 


à 
Pa+ f EA,(Y,—T3,) dx 
| 
a une valeur indépendante du point de la surface 6,, où se trouve 
situé l’element d6,,. La sommation précédente s'effectue donc imme- 


diatement et nous donne pour valeur du terme que la considération de 
la couche ayant pour base ®,,, introduit dans ®, 


[er + { EA, (I, -12,)ds| bo: 
0 
Nous aurons des lors 
de = LED, (up — Tsp) + Pler +), [Pa [Escape bog 
(q =9, 1, 2, pu p+i, N). 
Remarquons maintenant que 
V, = Cp + AY Os (g9=0,1,2,...,p—1,p+1,...,n), 


et nous pourrons écrire 
» 
©, = ED, (u,—Ts,) +) nf EA,(Y,—TE,)dr+PV, 
q 0 


(q=09, I, 2,.--5P—iI,pt+i, ey). 


La quantité 
À ry 
(2) A| EA,(Yp—T2p) de — Eu, Toy) [ A, dr 
0 j vo 


dépend uniquement de l’état que les corps p et g présentent loin de la 
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surface 6,,; mais elle ne dépend pas de la même manière de l'état du 
corps pet de l’état du corps g, en sorte que A,, n’est pas égal à A,» 
Nous admettrons, dans ce qui va suivre, que cette quantité a une valeur 
sensible, en général, malgré l’extrême petitesse de %, ce qui est possible 
si la quantité 

EA,[(Y, —TZ,)—(u,—Ts,)], 


qui est une fonction de x, prend de très grandes valeurs pour certaines 
valeurs de x, comprises entre o et x. Et, comme u, — Ts, a une valeur 
fixe, si l’on admet que A, ne peut pas prendre de très grandes va- 
leurs, parce qu'un corps ne saurait être indéfiniment compressible, on 
est amené à supposer que (Y, — T2,) prend de tres grandes valeurs 
pour certaines valeurs de a comprises entre o et à, ce qui n'offre au- 
cune impossibilité. | 
En vertu de la définition de la quantité A,,, nous pouvons écrire 


: à 
®,=E(u,—Ts,) (vD2+ aa f a,dr)-+Pv,+Ÿ Ang 40.4 
q 0 q 


(g =0, 1, 2, cs PI, PH, n). 


Si nous designons par M, la masse du corps p, nous aurons 


+ À 
Mer, D,+Y Ba [| A,dx (g—=0:1,2,...,p—1,p+1,...,n) 
q 0 


el, par consequent, 
3) , = EM,(up— Tsp) = PV, + Ana %ne 
(q=0, 1,4, ...,P—I, p+, ..., 2). 


Nous en déduisons immédiatement l’expression du potentiel thermody- 
namique du systeme 


p=n 


B 
” | o=¥ | EM p(t» — Tsp) + PV+Ÿ Ave ana | 


4 | ra) 
(q=09, I, 2, ss P—I,Ptt,..., A) 


Nous serons assuré que l’etat du système est un état d'équilibre 
stable, si Loute modification isothermique virtuelle compatible avec les 
liaisons du systeme fait croître la quantité ®. 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Il. — Juitzet 1885. 28 
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Nous obtenons ainsi la condition générale d'équilibre du systeme au 
moyen d’une seule hypothèse qui est la suivante : si les divers corps 
qui constituent le système éprouvent des changements de densité et 
d'état au voisinage des surfaces terminales, ces variations n’affectent 
qu'une couche dont l'épaisseur à a une valeur insensible. 

L’extréme petitesse de à permet souvent d'introduire dans le calcul 
certaines simplifications. Nous allons en indiquer un exemple. 

On peut remplacer, lorsqu'on le trouvera utile, le volume V, occupé 
par le corps p par le volume ¢, du noyau intérieur. On a, en effet, 


Var) da (4—=01,2%...,P—1,P+1, ..., A), 
q 


et la difference. A) 8, qui existe entre les deux volumes qu'on sub- 
7 
stitue l’un à l'autre est une quantité de l’ordre de %, c’est-à-dire une 
quantité négligeable. 
M 
On peut encore remplacer le volume V, par le volume 5” qu’oceu- 


perait le corps p s'il avait en tous ses points la densité D, qu ‘il possède 
loin des surfaces terminales. On a, en effet, 


Vp VEN Dy. Mp=p D+) 9 Pd J A, dr, 


(9 —=0, 1, 2, ..., P—t, p+H1, ..., 


De ces égalités, on déduit 


M, *A,— D 
Me, tp, f deu 
D, P q P:7 A D, 


.., A,—D 6 _ Q . 
La quantité 7 a forcément une valeur finie pour toutes les 
p 


valeurs de x comprises entre o et à. Le second membre est done une 
quantité de l'ordre de‘, c’est-à-dire une quantité négligeable. 

Désignons par 6, le volume spécifique du corps p dans l'état sous le- 
quel il se présente loin des surfaces terminales. Nous aurons 


I 
— ° 


g, = 
p 3 
Dp 


d’après ce que nous venons de démontrer, nous pourrons remplacer 
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V, par M,5,, et donner au potentiel thermodynamique la forme sui- 
vante : | 


pa" 
(3) | D — Ÿ Mp LECuy — Tsp) + Pay]+) Ana na 
q 


|G. 
(g=0,1,2,...,p—1,p+1,...,n). 





Cette forme donnée au potentiel thermodynamique met en évidence 
deux propositions importantes : 

1° Le potentiel thermodynamique du système se compose de deux 
parties. L’une de ces parties est une fonction linéaire et homogène des 
masses des divers corps qui constituent le système; l’autre est une fonc- 
tion linéaire et homogène des aires des surfaces qui limitent les divers 
corps du système. Supposons que, sans rien changer à la constitution 
du systeme, on augmente ses dimensions dans un certain rapport #. La 
première partie sera multipliée par 4°, tandis que la seconde partie 
sera multipliée seulement par £?. On conçoit donc que, dans l'étude 
des systèmes formés par des corps ayant des masses suffisamment 
grandes, il est permis de négliger la seconde partie devant la première. 
C'est ce qu'on fait ordinairement en Thermodynamique. 

2° La premiere partie représente l'expression que l’on aurait 
trouvée pour le potentiel thermodynamique en ne tenant pas compte 
des variations que l’état de chacun des corps qui composent le système 
éprouve au voisinage des surfaces de séparation. La seconde partie nous 
représente alors le résultat de la considération de ce changement 
d’etat. Elle a simplement pour effet d'introduire dans l’expression du 
potentiel une fonction linéaire et homogène des aires des surfaces que 
renferme le système. Les coefficients de cette fonction dépendent de 


l’état interne des deux corps que sépare la surface à laquelle chacun 
d'eux est affecté. 


III. — Influence de la pesanteur. 


Il serait maintenant facile de traiter le cas où lesysteme, au lieu d’être 
soumis uniquement à l’action d’une pression normale et uniforme, serait 
soumis non seulement à une telle pression, mais encore à d’autres 
forces extérieures admettant un potentiel W. Il suffirait, en effet, d’a- 
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jouter à l'expression de ®, que nous venons d'obtenir, le potentiel W 
des forces extérieures nouvellement introduites pour obtenir l’expres- 
sion du potentiel thermodynamique du systeme soumis à l'action de 
ces forces. 

Mais cetle manière de procéder suppose : 

1° Que l'introduction des nouvelles forces ne trouble pas l’homogé- 
néité de chacun des corps qui constituent le système; 

2° Que la pression extérieure reste une pression normale et uni- 
forme. 

En général, ces conditions ne sont pas remplies. Si, par exemple, les 
nouvelles forces introduites sont les actions de la pesanteur, chaque 
couche de l’un des fluides que le systeme peut renfermer sera com- 
primée par toutes les couches situées au-dessus d’elle; elle subira 
donc une compression variable suivant la hauteur a laquelle elle sera 
située dans le fluide; par conséquent, le fluide aura une densité va- 
riable d'un point à un autre. De plus, la pression extérieure ne pourra 
plus être uniforme. Elle devra varier d’un point à un autre, en vertu 
des principes de |’Hydrostatique. 

Toutefois, Gauss, dans sa Theorıa generalis figure fluidorum in statu 
eequilibru, n'a pas hésité à négliger ces deux influences perturbatrices. 
Si nous adoptons la même approximation, il nous suffira, pour obtenir 
le potentiel d’un système soumis à l'action de la pesanteur, d’ajouter à 
l'expression précédente de ® le potentiel W des poids des diverses 
parties de ce système. 

Si nous désignons par dM une masse élémentaire du système, par 5 
sa hauteur au-dessus d'un plan horizontal arbitraire, et par g l'intensité 
de la pesanteur au lieu considéré, nous aurons 


We» \ zaM. 


Le symbole \ désigne une sommation qui s'étend à tous les elements 


dM de la masse du système. Ce symbole équivaut, en réalité, à une 
intégration triple. Nous pouvons écrire 


S:4M -y Nae 


p=! 
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le symbole \ désignant une sommation qui s’etend à tous les éléments 
P 


dM, du corps p. Ayant ainsi trouvé l'expression de W, il ne nous reste 
plus, pour trouver l'expression du potentiel d’un système soumis à 
l’action de la pesanteur, qu’à ajouter cette valeur de W à l'expression 
de ® trouvée dans l’article précédent. Si nous faisons usage de l’ex- 
pression de ® donnée par l’égalité (4), nous trouverons 


(6) | oS [mc —Ts)+rv, + g S 54, +5 à pq? pa | 
3 


p=i 
| (9=0,1,2,...,p—1,p+1,...,n) 


Si, au contraire, nous faisons usage de l'expression de ® donnée par 
l'égalité (5), nous trouverons 


— 
— 


| >= ÿ | M,[E(up— Tsp) + Pap] +g sam, +) Avg Sng | 
(7) p 7 


(y=0,1,2,..,P—,P-+1,...,n). 


L’extréme petitesse de x permet de remplacer l’expression de W à la- 
quelle nous sommes arrivés par d’autres expressions plus commodes 
dans certains cas. Nous ne nous arrêterons pas à ces transformations, 
analogues à celles que nous avons fait subir à la quantité PV, à la fin 
de l’article précédent. 

Nous allons maintenant appliquer les divers résultats que nous 
venons d'obtenir à l'étude des divers problèmes dont l'ensemble con- 
stitue la théorie de la capillarité. Nous commencerons par examiner 
les lois des phénomenes capillaires proprement dits. 


IV. — Phénoménes capillaires proprement dits. 


Dans les problèmes qui constituent, à proprement parler, la théorie 
de la capillarité, l’objet que l’on se propose est le suivant : on se 
donne l’état que les divers corps qui composent le système présentent 
loin des surfaces terminales, et l’on cherche les figures que doivent 


prendre, pour être en équilibre, les divers fluides que renferme le 
système. 
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Pour résoudre ces problèmes, il suffira, en maintenant constant l’état 
que les divers corps présentent loin des surfaces de séparation, de 
donner à la figure de chacun des fluides, ou de quelques-uns d’entre 
eux, une déformation infiniment petite compatible avec les liaisons 
auxquelles le systeme est assujetti, et d'écrire qu'il en résulte pour ® 
une variation nulle. 

Dans cette déformation, les quantités M,, D,. up. Sp, 6, demeurent 
invariables pour chaque corps. On peut donc, en désignant par C une 
quantité qui reste constante dans ces déformations, écrire 


p=R . 
C — D M,[E(u, —Ts,) +Po,]. 
p=! 


Le potentiel thermodynamique du systeme aura alors pour expression 


oc Ÿ cS sam +) A Sng! 
(8) 0 + De parte) 
| aon, 


(g=0,1,2,...,p—1,p+1,....n) 





si le système est soumis à l'action de la pesanteur, et 


Pp=n 
(9) o=c+ ST Ap,g pq (= 1, 25.029 P—1, Pt 1,-0.9 2) 
q 
p-! 


\ 


si le systeme est soustrait à cette action. 

De plus, puisque l’état que les corps p et g présentent à une distance 
suffisante de la surface 9,, qui les sépare est supposé invariable, la 
quantité A, est une quantité constante. Si donc on désigne par le sym- 
bole à la variation qu’une quantité quelconque éprouve par suite d’une 
déformation virtuelle opposée au système, on obtiendra, pour expres- 


sion de la variation 09 que ® éprouve à la suite d'une telle défor- 
mation, 


p=n 
(10) so — D (# dM, 33 +) Apo 2.2) 
p q 
pi 
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si le systeme est soumis à l’action de la pesanteur, et 


pan 
(11) =) D Ay dpa 
T 


p=! 
si le système est soustrait à cette action. 

Ces valeurs de ö® nous permettront aisément d'exprimer que ® est 
minimum, ce qui est la condition pour que l’état du système soit un 
état d'équilibre stable. | 

Nous allons en déduire les principales lois des phénomènes capil- 
laires, en supposant tout d’abord qu’il s'agisse d'un systeme soustrait 
aux actions de la pesanteur. 

Nous remarquerons tout d’abord que les variations ,,. imposées 
aux surfaces 6,,, doivent être compatibles avec les liaisons du système. 
Parmi celles-ci se trouve la condition que la masse M, de chacun des 
corps p demeure invariable; comme d’ailleurs D, est aussi supposé 


. . . . [4 a M ° 
invariable, le volume V,, qui est sensiblement égal à :-?; doit demeurer 
P 


sensiblement invariable. Les déformations imposées aux surfaces qui 
séparent les divers corps du système doivent laisser invariable le vo- 
lume de ehacun des corps qui le composent. 

Supposons que les deux corps p et q soient tous deux à l’état fluide, 
de telle sorte qu’on puisse déformer la surface 8,, qui les sépare. Dé- 
formons celte surface sans altérer son contour. Supposons, en outre, 
que, par cette déformation, une partie de la surface refoule le fluide p 
de manière à augmenter le volume occupé par le fluide g, tandis qu'une : 
autre partie refoulera le fluide g de manière à augmenter le volume oc- 
cupé par le fluide p d’une quantité égale à celle dont la première défor- 
mation avait diminué ce volume. Laissons enfin invariables toutes les 
autres surfaces que renferme le système. Nous aurons imaginé une défor- 
mation virtuelle compatible avec les liaisons du système. Dans cette dé- 
formation, nons aurons 


OP == (A ,9 + Aa,p) 00 p,g. 
Deux cas sont alors à considérer : si (A,,9+ Ag, ) est positif, le mini- 


mum de® correspondra au minimum de 6,,; au contraire, si(A,,, + Ap.) 
est négatif, le minimum de ® correspondra au maximum de 6,,,. Or il 
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est bien facile de voir que 8,, ne saurait admettre de maximum; 
quelle que soit la forme de la surface 8,,, on peut toujours la déformer 
de la manière que nous avons indiquée, de telle façon que son aire 
augmente. Si donc (A,,-+ A,,,) est négatif, ® n’admettra pas de mi- 
nimum, le systeme n’adinettra pas de position d'équilibre stable. 

La possibilité, pour le système, de présenter une position d'équilibre 
stable est donc soumise à la restriction suivante : si pet q désignent 
deux fluides du système en contact l’un avec l'autre, l'inégalité 


(12) A p,4 + Ag.p > 9 


est vérifiée. 

Il va sans dire que l'on peut raisonner de même lorsque l'indice q 
a la valeur o, c’est-à-dire lorsque la surface considérée est une des 
surfaces qui limitent le système: dans ce cas, on a l'égalité 


Ao =O, 
et la condition précédente se réduit à 


(13) Apo > 0. 


Si la condition (12) est vérifiée et si l’on désigne par Ret R’ les deux 
rayons de courbure principaux en un point de la surface 6,,, ces deux 
rayons étant comptés positivement d'un côté determine de la sur- 
face 0... à l'intérieur du fluide p, par exemple, la surface 8, , est définie 
par l’équation différentielle 


1 I 
+ sm — Const. 
R R 


(314) 

Les méthodes employées par Gauss ou par M. J. Bertrand s’appli- 
quent, sans modification, à la théorie actuelle. Elles permettent de 
trouver les valeurs des angles de raccordement qui jouent, dans l'in- 
tegration de l'équation différentielle précédente, le rôle de conditions 
aux limites. 

Si un solide r plonge dans deux fluides p et g. si l’on désigne par ı 
l'un des angles du plan tangent à la surface de séparation des fluides 
avec le plan tangent à la surface du solide en un point commun à ces 
deux surfaces et si l'on choisit celui de ces angles qui, au voisinage du 
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point considere, renferme 4 son intérieur le fluide p, on aura 


(Ag,r+ Ang) — (Apr + Arp) 


(15 cosi = 
Ap,g+ Ag.p 


La méthode employée par M. E. Mathieu permettra aussi de déduire 
de nos formules la valeur des angles sous lesquels trois fluides se rac- 
cordent. Si nous désignons ces fluides par les lettres p, g, 7, et si nous 
représentons par les mémes lettres les angles diedres formes par les 
plans tangents aux trois surfaces de séparation en tin point commun a 
ces trois surfaces, nous aurons | 
(16) __sinp _. siny _. Sin” 

Agr+Ayr,g Arp+ Apr  Ap,g + Ag,p 

Si nous supposons le liquide soumis à l’action de la pesanteur, toutes 
ces équations subsisteront, sauf l'équation différentielle de [a sur- 
face 9,, qui deviendra plus compliquée et prendra la forme suivante : 


I Ap.gt A y.p ( I I à . 
— — TE — + — ) = const. 
gs D,—D, \RFR ) 


(7) 

Telles sont les équations fondamentales qui règlent les phénomènes 
capillaires. On les obtient par une méthode calquée sur la theorie de 
Gauss. La théorie mécanique de la chaleur conduit donc aux mêmes 
conséquences que la théorie de Gauss. Mais, pour obtenir ces consé- 
quences, elle ne fait qu’une seule hypothese, dont la légitimité ne peut 
être révoquée en doute par personne; cette hypothèse est la suivante : 
si les divers corps éprouvent des modifications au voisinage de leurs 
surfaces terminales, ces modifications n’atteignent qu’une couche infi- 
niment mince. 

Nous avons indiqué comment on pouvait obtenir les équations fon- 
damentales de la capillarité; mais les conditions qu'elles expriment 
ne suffisent pas à assurer l’équilibre d’une manière complete. Elles 
l’assureraient si l'état que chacun des corps du système présente à une 
distance suffisante des surfaces de séparation était invariable comme 
on l’a supposé dans les modifications virtuelles qui ont fourni ces con- 
ditions; mais, en réalité, cet état est variable. Quel que soit cet état, 
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l'équilibre ne peut être assuré que si les conditions précédentes sont 
réalisées; mais il faut, en outre, pour l’assurer, d’autres conditions ex- 
primant que l’état des divers corps qui constituent le système n'est pas 
susceptible de changement. 

Cherchons d’abord la condition qui exprime que chacun des corps 
qui constituent le système, gardant son état physique et chimique, 
n’est plus susceptible de se comprimer ou de se dilater, qu'il a acquis 
la densité correspondant à l'équilibre. 

Considérons un des fluides du systeme que nous désignerons par l'in- 
dice p et que nous supposerons en contact le long de l'aire 9, avec la 
surface qui limite le systeme. Cette surface supporte une pression nor- 
male uniforme que nous avons designee par P. Lorsqu’on déforme le 
fluide p sans faire varier son volume, il se produit un travail non com- 
pensé. Si ce travail se reduisait au travail de la pression P, qui est nul 
dans ce cas, le fluide serait soumis aux lois de l'Hydrostatique, et la 
pression en un point quelconque pris à l’intérieur du fluide aurait pour 
valeur P. La densité du fluide aurait une valeur @,, liée à P par la loi 
de compressibilité du fluide. . 

En réalité, il n’en est pas ainsi. La déformation de la surface 8,4 
engendre un travail non compensé qui ne se réduit pas au travail de 
la pression P. La pression à l'intérieur du fluide peut alors avoir une 
valeur II différente de P; la densité D,, que le fluide présente au sein 
du noyau interne est liée par la loi de compressibilité, non pas à la 
pression P, mais à la pression I. Nous allons chercher la relation qui 
existe entre P et Il. 

Soit L, ds, la quantité de chaleur équivalente au travail interne cffec- 
tué lorsque le volume de l’unité de masse du corps p, supposée prise 
sous l'état qu'elle présente au sein du noyan interne, augmente de de, 
à la température constante T. Les principes fondamentaux de la théorie 
mécanique de la chaleur nous fournissent les deux égalités suivantes : 


du, = — L,do,, 


ds, = — p(L — All) do,, 


A étant l'équivalent calorifique du travail, c'est-à-dire la quantité 5 
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De ces deux relations, nous déduisons 
(18) I Eu —Ts,)=—]I 
0» P PI: 


Remarquons maintenant que nous pouvons remplacer V, par M,<p. 
ce qui nous donne 


de, _ ı 

dV, M, 
et nous aurons 

0 0 ds, _ N 
av, Em Tsp) = Ja, Er Tsp) ay = — M," 
Nous en déduisons 
(18 bis) | ~” TEM, (u,p—Tsp)] = — II. 
Ov, 


Cette formule va nous permettre de trouver la relation qui existe entre II 
et P. Supposons que la surface 9, , se déforme; que toutes les autres sur- 
faces 9, qui limitent le fluide p demeurent invariables; que, par suite 
de cette variation, le volume du fluide p augmente de SV, et son volume 
spécifique de ds,. Cette variation du volume spécifique du fluide p fait 
varier toutes les quantités telles que A,, et A,,. Le potentiel thermo- 
dynamique du système, pris sous la forme donnée par l'égalité (4), 
éprouve donc la variation suivante : | 


39 — Ÿ_[EM,(u,—Ts,)]ôV, + PV, 
OV, 





A Ap,o à 
+) 0 p.q net ae) 00? + 0,0 os 20 00) + Apo 0050 
q P p 


(g=1,2,...,p—1,P-+1,...,n). 
ou 


Pr [ses +V 5, Eng Be) | BV y+ Apo Bp 





Pour l’équilibre, cette quantité doit être égale à zéro. 

Un théorème important, dû à M. Bertrand, nous fournit une relation 
entre les deux variations OV, et 09,5. 

Soit db, un élément de la surface 6,,. Cet élément se projette nor- 
malement sur la surface déformée 9, , suivant un second élément qui a 
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pour aire 
Onaalors 


5.0 = N (49,0), 


le signe désignant une sommation gui s’étend à tous les éléments 
a © 


dB) de la surface 9,,- 

Soit & la distance normale, au point considéré, des deux surfaces 
1,0 et 9,9 comptée positivement lorsque la surface déformée est, 
au point considéré, en dehors du fluide p. Soient R et R’ les deux 
rayons de courbure principaux de la surface 9,5, au point considéré, 
ces deux rayons étant comptés positivement lorsque les centres de 
courbure correspondants sont à l'intérieur du fluide p. Le théorème de 


M. Bertrand consiste dans la relation suivante : 


ö(d9,,o) (x + Fm ) EdD nu. 


. I 1 
RN (ii + we do. 


a 


On a done 


Mais nous supposons que le fluide pa pris sa figure d'équilibre. Ona 
donc, en vertu de la relation (14), 


I 
R + = —const., 


= 


ce qui nous permet d’écrire, en désignant maintenant par R et R’ les 
rayons de courbure en un point arbitrairement choisi sur la surface 6 


I I 
ro = (E+E) SE de 


‚D’ailleurs il n'est pas difficile de voir que 


p.0» 


OV p = \ € dD» 9. 


On a done 


a I I \ ay, 
09.0 — (i + ie) OV»: 
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En reportant cette expression de 3%, dans l’expression de 3® et éga- 
lant à zéro le coefficient de 5V,, on obtiendra la condition d’équilibre. 
Cette condition est la suivante : 


(19) N=P+A,,. (+ Ww) + 


relation dans laquelle 4 est défini de la manière suivante : 


_— a D (Apa + Aap) 
(20) | = M, Br j u Yea OS p 


(q=1, by cig Pod, pH). 


Considérons de même deux fluides p et g en contact; designons par 
II, la pression en un point à l’intérieur du fluide p, et par IE, la pression 
en un point du fluide g. Soient R et R’ les rayons de courbure principaux 
en un point choisi arbitrairement sur la surface 9,, de séparation des 
deux fluides. Supposons ces rayons comptés positivement lorsque les 
centres de courbure correspondants sont à l’intérieur du fluide p. En 
raisohnant comme nous venons de le faire, nous trouverons la relation 
suivante : 


. 
(21) TH, — Wy —(A,,9+ Ag,p) GE) + bp— Va 


relation dans laquelle J, et 4, sont définis de la manière suivante : 


| O( Ap p+ Ar,p) 
| ek N, Frs ae +), nr Fra | O7, Kr a | 
| 











lan) I en, 
= y a 9 Ds +) 9 (A gs + As,g) À s,g) 
=i 9,0 9,5 Oo, 
gti ny, 


Si, dans les relations (19) et (21), on remplace les quantités 4, 4,, 4, 
par des constantes, on trouve les relations que Laplace avait déduites 
de la théorie de l’attraction. Mais une semblable transformation ne 
saurait être permise, car ces quantités varient avec les masses M, et M, 


et s'annulent lorsque ces masses deviennent très considérables. 
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V. — Chaleur dégagée durant un phénomène capillaire. 


La connaissance du potentiel thermodynamique d’un système nous 
permet d'exprimer la quantité de chaleur mise en jeu par l'effet d’une 
modification du système. Rappelons à ce sujet quelques principes gé- 
néraux de la théorie du potentiel thermodynamique. 

Considérons un système dont l’état est défini par la température abso- 
lue T et par un certain nombre d'autres paramètres &,,,,...,æ,, ..., an. 
Soient | 
U l'énergie interne; 

S lentropie; 
V le volume total de ce système. 


Supposons que la surface qui limile ce système supporte une pression 
normale, uniforme et constante que nous désignerons par P. Ce système 
admet un potentiel thermodynamique ®, et l'on a 


(1) @ —E(U—TS) + PV. 


La condition d'équilibre du systeme est la suivante: quelles que 
soient les variations dx,, on doit avoir | 


(23) 


ce qui revient aux égalités suivantes : 


| PT er} WE ow a 
(23 bis) au FIT or da, ... 


Remarquons maintenant que l’ona 


TS )—ES+P. 


ab _ (u _ 08 av 
oT OT oT 


Supposons que, tous les paramètres étant maintenus constants, on 
fasse croître la température de dT. Le système dégagera une quantité 
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de chaleur dQ,, et l’on aura 


aU av 
dQ, =— Sp aT — AP Sa. 


En vertu des égalités (23 bis), le système est en équilibre. La modifi- 
cation considérée est donc réversible, ce qui permet d’écrire 


os 


dS — aT =— id. 


En remplagant dans cette égalité dQ, par sa valeur, nous trouvons 


98 LOU, 1p9V 
OT ToT T IT 


os , I® 
En reportant cette valeur de = dans l'expression de Jr” Hous trou- 


vons 


à à 
| © 


En substituant cette valeur de — ES dans l'expression de ®, on 

trouve 
j ce. 
EU + PV = ® — To: 

Supposons que le système éprouve une transformation sous la pres- 
sion constante P. La température T variera de dT; les paramètres «,, 
Oey es Xpy ses An CrOitront de dx,, da,,...,du,,..., da„; le systeme 
degagera la quantité de chaleur de dQ,, et l'on aura 


dQ = — dU — AP dV, 
ou bien 
p=n 


E dQ = — ©. (EU + PV)at —Ÿ ig, (EU + PV) day. 


p=t 
En remplacant (EU + PV) par son expression en fonction de ® et 
‚de 99, on trouve 


IT 
0 o® ob 
IQ=—A (0 TT)T- D - (@— TSF) ae 
P= 
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0 oP 0?® 
not) =—T 


I (0-57) _ 9 _ IP 
O%p oT) da, OT ox, 


Maisona 





En vertu des égalités (23 bis), cette dernière égalité se réduit à 


Ô poP\ 0:® 
le) Te 


On a donc finalement 


p=n . 
.{ 24 a7 © 
dQ — AT (5 + at; ) 


p= 


ou, en désignant par d une différentielle totale par rapport aux varia- 
bles T, À,» Las ….… Los «ecg Anes 


u ob 
(24) dQ = AT d( SF): 


Cette équation est générale. Elle suppose seulement que le systeme 
a la même température Ten tous ses points, et est soumis à une pression 
normale, uniforme et constante P. Nous allons appliquer cette égalité 
aux systèmes étudiés précédemment. 

Pour ces systèmes, on a, en vertu de l'égalité (5), 


p=n 
+. 
&= NIM, [E(up— Tsp) + Pap] +) Ap,g’p.g \ 
pi 7 
(9=0,1,2,..., p—1, p+1,...,n). 


Nous supposerons que, parmi les paramètres indépendants qui ser- 
vent à définir l’état du systeme, se trouvent la température T,la masse M, 
de chacun des corps qui constituent le système, le volume spécifique 5, 
de chacun d’eux, enfin les diverses surfaces 0,,. Ilse peut que les para- 
mètres ne suffisent pas à définir l’état du système; mais, pourvu que 
ces paramètres soient choisis comme variables indépendantes, ce que 
nous allons dire pourra s'appliquer. 
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Nous avons 


=. 


Vo 
t=) M,[E(up—Tsp) + Pap]-+ > Ap,g Op,a} 


(¢=0,1,2,...,p—I,p+i,..., A). 


En général, on a, en désignant par I, la pression à l’intérieur du 


COrPS Pp, 
, 22. 
? oT 


Mais, c, étant une variable indépendante, 7 = 0. Par conséquent 
2 | M,[E(u,+Ts,) — Pap] | = = — EM,s,. 


D'autre part, 6,, étant une variable indépendante, on a 


0 OAp,q 


— 


oT (A p,g 7p,q) — Tp,q OT 
On a done 





OAp,q 
st = nn SS (oe 
V Lol OAp,q 
| 4" OT 
p=1 p=t 


(q=0,1, 2,3 P—I,pPtl,..., n). 


et 





Si les divers corps qui constituent le systeme avaient au voisinage des 
surfaces terminales l’état sous lequel ils se présentent à une certaine 
distance de ces surfaces, l’entropie du système aurait pour valeur 


pen 
$ — y M,„s»- 
p=! 


La modification considérée dégagerait alors une quantité de chaleur dq, 
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pen 
dq=—Tds=—Td | Y Mess ) 


. p=t 


et l’on aurait 


On peut donc écrire 


p=n 
| dQ) — dy = ATd »») peg need 
(25) Fer 4 oT 


(9 = 0, 1, 2, 0.4, P—1, Pl, wey RR). 





Cette relation nous montre l’influence que les changements d’état 
qui se produisent au voisinage des surfaces terminales exercent sur 
les phénomènes thermiques qui accompagnent une modification quel- 
conque du Système. Cette relation est due à M. Van der Mensbrugghe. 
Avant lui, Sir W. Thomson avait donné la relation 


Cette relation n'est pas complete. Il faut, pour la compléter, ajouter 
au second membre le terme 


p=n | 
à OA 
Ty hy gd vet). 
By oy OT 


Nous renverrons aux Mémoires de Sir W. Thomson, de M. Moutier et 
de M. Van der Mensbrugghe pour l'examen des conséquences que l'on 
peut tirer de l’égalité (25). Nous avions simplement pour but de mon- 
trer comment cette égalité peut se déduire de la théorie du potentiel 
thermodynamique, et aussi de prouver qu’elle n’est pas modifiée par 
les complications que l'étude des changements d’état superficiels intro- 
duit dans la théorie des phénomènes capillaires. 





VI. — Changements d'état. — Vaporisation. 


Nous allons maintenant appliquer les principes précédents à la 
théorie des changements d’étal; nous nous occuperons, en premier 
lieu, de la vaporisation. 
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Considérons un systeme composé de la maniere suivante : 

Une masse liquide extrémement grande, que nous désignerons par 
l'indice (1), entoure une bulle de vapeur que nous désignerons par l’in- 
dice (2). La surface 0,4, qui limite le liquide, a en tous ses points des 


courbures > et infiniment petites. Les courbures de la surface 6,,, qui 


separe le liquide de la vapeur sont, au contraire, des quantites finies. 

Soient M, et M, la masse du liquide et la masse de la vapeur, 6, et o, 
le volume spécifique du liquide et le volume spécifique de la vapeur. 
En vertu de l'égalité (5), le potentiel thermodynamique du système 
aura la valeur suivante 


D— NM, [E(a,— Ts,)+ Po,]-+ M,[E(«.—Ts,) +Po,]+- A,,001,0+ (Ana + Aes) 41,2 


ou bien, en posant 
Lu, = E uU — Ts y+ P ’ 
(26) | vt ce 71 


Ga = E(u, — Ts,)-- Pos, 


@ II Mo, -r Mic: + A0 0 —+ (Ai + A1) da 


Supposons qu’une quantité infiniment petite du liquide passe à l’état 
de vapeur. M, augmentera de dM,; M, diminuera de la même quan- 
title; d augmentera de 
S 
of — (2: — o,)9M; — M,0z, + M,öe; 
+ A,009,0+ (Aye + Ao,1) O92 + M09 À 1,0 + 41,290 Ay at Ass) 


Évaluons toutes les variations qui figurent au second membre en fonc- 
tion de 8M, et des paramètres qui définissent l'état du systeme. 

Le volume spécifique du liquide, qui avait pour valeur 5,. est devenu 
5, + ds, ; le volume spécifique de la vapeur, qui avait pour valeur c,, 
est devenu 6, + 3. Soient II, la pression initiale à l’intérieur du li- 
quide, et Il, la pression initiale à l'intérieur de la vapeur. Nous avons 
vu, au Chapitre IV (égalité 18), que 


oE(u, — Ts) = — I, 95,, 
6E (uw, -- Ts,) = -- II, 9. 


Nous pourrons donc écrire 


0% = P — Il, ) 094 


( 
dv: = (P — II, ) Tee 
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Si nous comptons positivement les rayons p et p’ lorsque les centres de 
courbure correspondants sont du côté de la surface 9, , où se trouve le 
liquide, nous aurons, en vertu des égalités (19) et (20), 


0 
Tl, = P + Ayo (+2) + less Auot Ia 5 = (Aa Aas) | 
Mais, d'après ce que nous avons dit, les quantités D” A Te sont infi- 
i 
niment petites. L'égalité précédente nous donne donc 
I, = P. 


Il en résulte que 
09, — 0. 


Il en résulte aussi que Il, est invariable, ce qui nous donne 
dg, = 0. 


Soient R et R’ les rayons de courbure en un point de la surlace 9,,, 
ces rayons étant comptés positivement lorsque les centres de courbure 
correspondants sont à l’intérieur de la vapeur. Nous aurons, en vertu 
des égalités (24) et (25), 


? 
J 


_ 9 _ 
WT, — I, = (A,.2-+ Ag,1) (r + w) + ff, | D119 don (A,s-+-A,.ı) | 


0 
M AL Auot Ang (Anat Ana) | 


Mais yy est infiniment petit; de plus, N,=P; nous déduisons donc 
1 


de là . 
P—Ib=— (Anat Ann) (e+ pr) - leu 07, Asa] 
et 


. d \ 
dp, == (Ai,s + As,1) (r +) OF, — m Ee 97, (Air + A) | O92. 


De là nous tirons 


Mgr + Mad = — | Mi (Ana Asn) ( +m)+ + [as À ds, (Ava + Aas) | 





OG». 
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Calculons maintenant 


Ay 0941.0 + (Ai + A 2,1) 0,0. 


Le volume du liquide augmente de 8V,, celui de la vapeur de 3V,. Le 
volume limité par la surface 9,, augmente donc de (5V,+ 8V,). On a 
alors, d’après le théorème de M. Bertrand, que nous avons déjà in- 
voqué, 
| 9, .— (=-+ = \(èV +3 

09,0 — ( + IO 1+ Va). 

La quantité (5V, + 8V,) est évidemment de l’ordre de SM, ; d’autre 
part, la quantité ( + >) est infiniment petite. Nous pouvons donc 
écrire 

09,9 = 0. 

Le volume embrassé par la surface 9, , augmente de 5V,. Nous pou- 

vons donc écrire 
x I t\ay 
04,4. (i + rw) OV Qe 


La quantité 
Aine 09,0 + (A,s+ A1) 09,0 


a donc pour valeur 
5 1 \. 
(Ass + Ass) (R + K) 0Va. 
Calculons enfin les termes 


91,0 04,0 + I 6(Ayj2+ As ); 
nous avons 





Aa D do, 
Ô(A1,2 + As.) = Ah Ans) 09, 4 Cat An Ana) 054 
2 


et comme nous avons, ainsi que nous l'avons vu, 


09, — O0, 
nous pouvons écrire 


PX Ai: + As ) 3 


9,00A,.0+ 41,2 (A, + Aas) = Di, FF 
2 
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En réunissant tous les résultats obtenus et en réduisant les termes 
semblables, nous arrivons au résultat suivant : 


B® — (o,—0,) 0M. + (Asa Aes) (R + a )GVr M 373). 


Remarquons maintenant que l'on peut écrire 


| V, — M, Ta 
el, par conséquent, 
OV, = M, 09, + Sy oM,, 


el nous aurons 
(27) = (ma) + (Anat Ane) (A + w)a| oM,. 


Cette équation renferme la théorie complete de la vaporisation. 

Supposons en premier lieu la surface de séparation du liquide et de 
I J 
RR 
mement petite, nous pourrons négliger le terme dans lequel elle entre 
comme facteur. L’équation précédente deviendra done 


la vapeur tres faiblement courbée. La quantité ( ) élant extré- 


(28) o® = (32 — 9,) OM. 


Quelle est, dans le cas actuel, la signification des quantités 9, et 9,? 
Ces quantités sont définies par les égalités (26) 


oo, = E(u,—Ts,) + Po, 
Da = E(u,—Ts,) + Pay. 


u,, s,, 5, sont l'énergie, l’entropie, le volume spécifique de l'unité de 
masse du liquide, sous la pression II,, en supposant que le liquide 
n’eprouve aucun changement d'état au voisinage des surfaces termi- 
nales. De même u,, s,, 5, sont l’énergie, l’entropie, le volume de l'unité 
de masse de la vapeur prise sous la pression IL et en supposant que son 
état ne subisse aucune variation auprès des surfaces terminales. 

Mais nous savons déjà que I, =P: de plus, nous savons que 


9 
P—-I,=— (A,:+A,,ı) (ñ + w) — i, EE Jz, Ant Aas). 


< 
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I . . . 
Or, dans le cas actuel - sont infiniment petits; nous avons done 


I I 
'R'R’M, 
aussi IL = P. 

Il en résulte que 9, est le potentiel de l’unité de masse du liquide 
supposé homogene dans toute son étendue, même au voisinage des 
surfaces terminales, et soumis à la pression P; 9, est, dans les mêmes 
‘ conditions, le potentiel de l’unité de masse de la vapeur. L'égalité (28; 
est alors l'égalité qu’on trouve directement en négligeant les modifica- 
tions qui se produisent au voisinage des surfaces terminales. Nous 
avons montré dans un autre travail (') comment on pouvait en déduire 
la plupart des théorèmes connus sur la vaporisation. 

Supposons maintenant que R et R’ soient très petits et positifs; en 
d’autres termes, envisageons une très petite bulle de vapeur entourée 
par le liquide. Soit / le potentiel thermodynamique de l'unité de 
masse de vapeur supposée homogène jusqu'aux surfaces et soumise à 
la pression P. Si nous nous souvenons que 


nous pourrons écrire 


T 
aa A+ f '(P — ID) de, 
Ss 
s, étant le volume spécifique de la vapeur sous la pression P et le vo- 
lume spécifique de la vapeur sous une certaine pression I comprise 
entre P et II,. 

En intégrant par parties, nous trouvons 


Il, 
(P — II) de =0,(P — IN) +f oll. 
Pr 


I 


a Sg 


La quantité s est toujours positive. Soit ; une valeur de cette quan- 
lité comprise entre s, et s,. Nous pourrons écrire 


If, 
f o dil = — s(P--M,). 
p 


| —— m {on — 


(!) P. Dunem, Theorie du potentiel thermodynamique (en cours de publication). 
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el, par consequent, 
Pa = fa + (ca —5s)(P — Il); 
mats 


I 1 ga 
PT =— (Anat An) (EF ie) M, a (Aie + Ags) 


on a donc 


N 6 ) 
(29) = | fr ort 6(Anat Aa) (+ gi) +650) i on ; (Anat A) | oM,. 


Nous savons, en vertu de l’inegalite (12), que (A, + A,,,) est positif; 
ilen est de méme de ¢ et de (1; + l'expression précédente ne ren- 
ferme que deux quantites dont le signe est inconnu; ces deux quantilés 
sunt (;—4,) et _ (A4, + A3). Mais, quel que soitlesigne de ces deux 
quantités, il est facile de voir que 


(a+ Aus) + w) +6 T2) 2 do, (A,2+A,,) 


est toujours positif. Nous pouvons, en effet, distinguer trois cas : 
1° (A + A,,) est positif, IE, est alors supérieur à P; 5, est infé- 
j | 


rieur à s,, et, comme ¢ est compris entre 6, et s,, ; — 5, est positif. La 
quantité que nous considérons est donc positive. 
0 


2° ds. (A,.+A,,,) est négatif, mais ve iz (A,.+ Ag,,) est moindre 
2 
I 


en valeur absolue que (A,.+ A,,) (r + — Re) Dans ce cas, N, est en- 


R' 
core supérieur à P; ; — 5, est encore positif; mais cette quantité est in- 


Ye ° a eo , G 0 
férieure à ; en valeur absolue. La quantité (5 — 52) Y Je (Aut A, ,) est 
2 2 
, . ee , « I } 
donc négalive, maisinferieure en valeur absolue à ¢(A,,.+A.2,) (i + we): 
La quantité que nous considérons est donc encore positive. 


Qo 0 Ya 0 
3 oa, À 2 tAg,,) est négatif, mais =" M, do, 


valeur absolue a (A,,+ A) (R 


(A,,: + A, ,)estsuperieuren 


+o 
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est donc positive, et il en est de même de la quantité que nous consi- 
dérons. 
Donc, dans tous les cas, la quantité 


| Gi 0 
At Ana) (ge m) + (52) eg Aut An) 


est posilive. 


. . . ooo FOL 9, 
Si la bulle de vapeur est tres petite, les quantités n° BR’ M. sont 


toutes trois infiniment grandes. La quantité /,— 9, est donc négli- 
geable devant la précédente, et il en résulte immédiatement que 3® a le 
signe de öM,. Or une transformation n’est possible que si elle corres- 
pond à une valeur négative de ö®; donc 5M, ne peut être que négatif. 
Par conséquent, lorsqu'une tres petite bulle de vapeur se trouve en 
présence du liquide générateur, la vapeur qu’elle contient peut se con- 
denser, mais elle ne saurait croître aux dépens du liquide environnant. 
Elle ne peut croître aux dépens du liquide environnant que si ses di- 
mensions sont supérieures à une certaine limite. Cette proposition dé- 
montre l'impossibilité, pour une bulle de vapeur, de prendre naissance 
au sein d’un liquide, dans quelque condition que ce soit. 

On a prétendu que le contact d’un solide pouvait rendre possible 
cette formation d’une bulle de vapeur, qui ne saurait se produire au 
sein même du liquide. L'expérience a depuis longtemps fait justice de 
cette idée. Nous allons montrer que la théorie vient confirmer, sur ce 
point, les résultats obtenus par l'expérience. 

Nous supposerons qu’un solide, auquel nous réserverons l'indice (3), 
soit en contact avec le liquide par la surface 0, , et avec la vapeur par 
la surface 9,,; en faisant usage de notations analogues à celles que 
nous avons adoptées dans le cas précédent, nous aurons 


® —M,[E(u,—Ts,)+ Po,] +M,[E(u,—Ts,) + Po,]+ M;[E(u,— Ts)+Po;] 
+ Ayo 91,0 + (Aie + Asis) 9,24 (Ada Ası ) 91,3 + (Ass + Asia) Des. 
Posons 
9,— E(u,— Ts,)-+ Pa, 
Da E(u,— Ts.) + Pa, 
a= Elus — Ts) + Pos. 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome Il. — JuiLLer 1885. 31 
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Nous aurons 

D — M, 9: + Mo: + Mo: + À,0 41,0 

+ (Aie + Ags) ie + (Aus + As) a+ (A2,3 + Asia) 92,3. 
Supposons qu’une certaine quantité de liquide passe à l’état de va- 

peur; M, augmente de M, ; M, diminue de la même quantité; ® aug- 
mente de 
0 = (92 — 91) OM, + M,os: + M:09: + M:99 

+ A,09%1,0 + (Aie + Ag.) 0,2 + (Aus + Asg,1) 9913 + (Arıt Age) 09.5 

+ 4, G4; 0+ I. 6(Ay 2+ Aas) + 91,30(Ay3+ Asi) + §4,39(Ag 3 + Ass). 


Comme dans le cas précédent, en supposant la masse du liquide très 
considérable, nous aurons 


La pression supportée par le solide au point où se trouve la bulle de 
vapeur varie avec les dimensions de cette bulle. Mais la pression sup- 
portée par toutes les autres parties de la surface du solide, que nous 
pouvons supposer très grand, demeure invariable. Nous pouvons donc 
supposer que l’état interne du solide n’éprouve pas de variation sen- 
sible, ce qui nous donne 


D'une manière générale, nous avons 


O(Ag,3 + Az.) + O(Ag3+ Az.) 


8(Ag3+ Ass) = 03, 09; ds 003, 
3 

(A, ı + Ay3) = Ant As) Aa) 3a, + 2A Ana) Aus) 891, 
3 1 

(A, + Ass) — Alu Aaa) 09; + ta Sa) Go; 


En vertu des égalités 
07, —0, 6,=0, 
les dernières égalités deviennent 
Ê(A3,3 + Ass) = 9 Aust Aa) Asa) 032, 
Ta 
9(A3,1+ A1,3) — 0, 
O(Aij2+ Ass) 


O(Ai,s + A1) — do: = 00;- 
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Supposons une déformation quelconque de la bulle. Nous aurons 
toujours 
| 002,3 = — 69,13» 
egalite qui exprime que la surface totale du solide ne change pas 
Supposons, en outre, que la bulle augmente de volume en restant 
semblable à elle-möme; nous aurons 


G93» 
ds Hr 


Il nous suffit done de calculer la quantité 09,,.. Or on vérifie tres 
aisément que, si l’on désigne parz l'angle de raccordement des sur- 
faces 9,, et 9,5, en prenant l’angle qui renferme le liquide à son inté- 


rieur, on trouve 
N « I I \ 
00,2 — 00,2 cos: = (x + w) ON 2 


Les diverses relations que nous avons écrites nous donnent 


06,,0 = 0, 
ÿ 1 1\ ar- 
39 = 42 (+ )6V, 
MG, — tk R') ? 


a 6, 3 I J Xt’ 
09,422 ——— | = + — ])0V,, 
5, — Sy, c08t\R MW ? 


__ — 9.3 [ I 
= D. — 94,5 COSE (x + ir) avs. 


Nous pouvons alors écrire 


EN a 09: 0 A t A 0 A . ; A , | 
D = (qu 91) Ma + | M Oc; 1 +49 (Asa At) ur ; 21) + 95,5 O(Ass + As.) > , at) | OC; 
l 


I I 
+ (Ais + Agi) 912 (Ass + A 3,2) — (Aga + As)] 92.3 | Di, — 95,3 cos (i "R 


Cette expression se simplifie d’une maniere notable lorsqu’on rem- 


place cos: par sa valeur 

.__ (Ais5+ Ası) — (Ars + As) 

COSé = + -"- ———— 2 . 
Aa + As; 


En effet, on a alors 
À, + Ag, Le. 


\(Aya+ Aga) Die + (Ar, à + Az, 2) — (Asa + As) ] 92,3 ! 





j 
61,2 — 02,3 COS i 
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el, par conséquent, 


+ - A A 
o® — (93 — 9,) OM, + [M = + Ji nn a) M1) + 52,3 Ja Ass) | 3, - on =) | de 


+ (As + Ags) (R + m) oV,. 
Mais, d’autre part, 
$71 _p_f, 
do: 
el 
P—T—=—(A,3:+ Ags) (R + w) 


— i EE x (Ass + un] 
TM, Ab Ca An) + Sage (Ans + 4.) 


- [5 55 (Ava + Aaa) + Sa Au Aaa) | 


Mais, si nous supposons le solide et le liquide tres étendus, les termes 


Ir, Fa) 92 ° 


deviennent infiniment petits, et nous pouvons écrire 


P — i, — — (Ara As) (ik + x) 


ı 
M, 
ce qui nous donne 


d d 
= (Anam Age) Jaa 5 (Ars + ver) | 


a® — (5; — 51) 9M, — (As — Aaa (RR) OM — N, 002). 
Enfin la relation 
Vs = Mis, 


nous donne 
aN, = M,97, = 7,34, 


et, par consequent, 


ab — [és 20 sit tg) 
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Cette égalité est identique à l’egalite (27), que nous avons obtenue 
dans le cas où la vapeur n'était pas en contact avec un solide. On la 
traitera exactement comme l’égalité (27), et l’on arrivera aux conclu- 
sions suivantes : 

1° Lorsque la surface de contact du liquide et de la vapeur est tres 
peu courbée, la présence d’un corps solide n’influe en rien sur le phe- 
nomène de la vaporisation. 

2° Une très petite bulle de vapeur, adhérente à un corps solide, et 
en contact avec le liquide générateur, ne peut augmenter de masse : 
elle ne peut que se condenser. La présence d’un corps solide ne peut 
donc empêcher les retards d’ebullition. 

La théorie de la capillarité rend donc compte de ces phénomènes 
en apparence exceptionnels, lorsqu'ils furent découverts, et reconnus 
aujourd’hui comme tout à fait généraux. Il va sans dire que l'analyse 
précédente s’appliquerait, moyennant de légères modifications, aux 
phénomènes de la sursaturation des solutions gazeuses et à la décom- 
position de certains composés, tels que l'acide azoteux, susceptibles 
de donner des produits gazeux. Nous n’insisterons pas sur ces phéno- 
mènes, dont l’analogie avec les retards d’ébullition est trop évidente. 


VII. — Changements d'état (Suite). — Surfusion. 


Il n'est pas possible de traiter les questions relatives à la fusion avec 
autant de rigueur que les questions relatives à la vaporisation. En 
voici la raison : la pression à l’intérieur d’une masse fluide dépend de 
la courbure des surfaces qui limitent cette masse, et nous savons ex- 
primer la dépendance qui existe entre ces quantités. Au contraire, 
lorsqu'il s'agit des corps solides, nous ne savons pas si la forme des 
surfaces terminales influe sur l'état interne du corps, et, en admettant 
l'existence de cette influence, nous ne savons pas l’évaluer. Cette im- 
puissance nous empêche d'appliquer aux corps solides des considéra- 
tions analogues à celles que nous avons appliquées aux fluides dans le 
Chapitre précédent. 

Mais, si nous ne pouvons donner des phénomènes de la fusion une 
théorie aussi complète que celle que nous avons donnée des phéno- 
mènes de la vaporisation, nous pouvons du moins en donner une 
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théorie approchée, en admettant, ce qui ne s’écarte probablement pas 
beaucoup de la vérité, que l’état interne d’un solide est le même que 
si ce corps était homogène jusqu’au voisinage des surfaces terminales 
et soumis à la pression qu'il supporte réellement. 

Considérons un solide en contact avec un liquide qui peut, en se soli- 
difiant, lui donner naissance. Réservons l'indice (1) au liquide, que 
nous supposerons indéfini, et l'indice (a) au solide. 

Le potentiel thermodynamique du systeme a pour expression 


D = Mio: + Megs + A, 001,0 + (Ase + Ao) 91,2, 
2, el o, étant définis par les égalités 


9 —E(u, —Ts,) +Pa,, 
92 =E(a, — Ts,) + Poy. 


Supposous qu’une masse infiniment petite du liquide passe à l'état 
solide; M, augmentera de öM,; M, diminuera d'une quantité égale; 
® augmentera de 

ÀD = (9, — 91) OM, + M,00, + Miôce 
+ A,,009,0 + (A,2 + Aes) 091,2 + 01,00 À 1,0 + Di,2 O(A 1,2 + Ana). 


Le liquide étant supposé indéfini, nous avons, comme dans le Chapitre 
précédent, 


D'autre part, en vertu de l'hypothèse que nous avons faite, l’état in- 
terne du solide ne change pas. Nous avons donc 


69, — 0, Ô0 — 0. 


D'une manière générale, 


6A; o— AAs, 09,» 


do, 


6(A,2+ Ag.) = “aed Ass) 00, + at A) As) OF». 
2 





Dans le cas actuel, ces egalites deviennent 


JA, o= O, 
(A, + Aga) = 0. 
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On a done 
od = (Pa — 91) oM, + (Ais + Ags) 05; 9. 


Evaluons 6, en fonction de M... 

Soit « un point de la surface 6, „. Supposons qu'une certaine quantité 
de liquide se soit congelée, en déposant sur le solide une couche dont 
l’épaisseur a pour valeur e au point «. Soient R et R’ les rayons de 
courbure de la surface , , au point «, ces rayons étant comptés positi- 
vement torsque les centres de courbure correspondants se trouvent du 
même côté que la surface ®,,, que le solide. Soit d9,, un élément de la 
surface d, , pris autour du point «. Nous aurons, en vertu du théorème 
de M. Bertrand, 


(dba) = (ge + pr) edb 


5 I 
09,,2 = \ (& + a) ed,» 


le signe \ indiquant unesommation quis étend à tousles élémentsdb,, 


et, par consequent, 


de la surface 8,,, ou du moins de la partie de cette surface sur laquelle 
la soliditication s’est effectuée. 
I I on . , 
Supposons celte surface convexe; 5 + 7, sera positif. Si nous dési- 


gnons par = + = une quantité comprise entre la plus grande et la plus 


petite des valeurs que is + Mu prend aux divers points de la partie de 


la surface en lesquels la solidification est censée s’effectuer, nous 


pourrons écrire 
30, ,— (2 + (142 
Pa (7 u 7) S aha = (; ” 3) OV 


ov, = M, 002 + O2 oM,, 


Mais on a, en general, 


égalité qui se reduit, dans le cas actuel, a 


OV: = Ce9M2. 
On a donc 


(30) 30 = | (pr Di) + (A+ An.) ( _ =) | 3M,. 
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Si la surface de séparation du solide et du liquide est très peu 
P I I . . . . .. ‚ . 
courbée, le terme - + x est infiniment petit, et cette égalité se réduit 
à l'égalité 
94 — (Ds — 9,)0M,, 

de laquelle, comme nous l’avons montré dans un autre travail, on peut 
deduire toute la theorie de la fusion. 

Si, au contraire, les courbures de la surface #, , sont extrêmement 
prononcées, le signe de 0@ est celui de 


O2( Ayo + Ac) (; + 5) oM;. 


Deux cas sont alors à considérer : 

1° A, + A, est positif; 0d a alors le signe de dM,; une tres petite 
particule solide ne peut s’accroitre aux dépens du liquide, ni a fortiori 
prendre naissance au sein du liquide; 

2° A,,+ A2, est négalif: db a un signe contraire à celui de 5M, ; 
une très petite particule solide peut s’accroitre aux dépens du liquide 
ambiant. 

En général, lorsqu'on abaisse la température d'un liquide au-des- 
sous de son point de fusion, ce liquide reste d’abord surfondu; mais, 
lorsque la température est devenue asscz basse, il se solidifie sponta- 
nément. On explique ce fait en supposant que A, + A,,,, positif à la 
temperature du point de fusion, devient négatif a une plus basse tem- 
perature. 

Si la surface du solide était concave au point oü la solidification est 


, ’ I I . P . on . ° 
censée s’eflectuer, stp scrait négatif. La solidification serait alors 


possible si la courbure était très prononcée en ce point. Mais cette 
solidification aurait pour effet de combler cette concavité, et, une fois 
celle-ci disparue, les raisonnements précédents deviendraient appli- 
cables. 

Les raisonnements précédents supposent la particule solide terminée 
par une surface courbe. Ils ne s'appliquent plus à une molécule polyé- 
drique, car l'expression de 60, ., donnée par le théorème de M. Bertrand, 
devient inexacte dans ce cas. Mais ce cas peut être traité directement. 

Supposons qu’une particule solide polyédrique croisse en restant 
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semblable à elle-méme, de telle sorte que chacune de ses dimensions 
soit multipliée par 1 + X. Il est évident que nous aurons 


din OM,+ 32M. 


De la nous déduisons 
V4,» d 
op — Ce G1) + # (Ai, + Ads) x | oMy. 
Si la masse du corps solide est tres grande, et est extrémement petit, 
2 
et l’égalité précédente se réduit à 
o® — (92 — 9) oM,. 


a e . « . 4 
Si, au contraire, la masse du corps solide est très petite, 2° est ex 


M; 
tremement grand, et l'égalité précédente se réduit à 
> 2 2 
ob —3(A,s +A,ı) = oM,. 
M; 


Des deux égalités que nous venons d'écrire, on déduit, pour les par- 
licules solides polyédriques, les conséquences que nous avons trou- 
vées pour les particules terminées par une surface courbe. 

On peut, de la même manière, rendre compte des phénomènes de 
sursaturation que présentent les dissolutions salines; l'indice (1) étant 
réservé à la dissolution, nous avons encore 


D— My G1 + Mage + A,001,0 + (Aus + Asis) 91,2: 


La dissolution renferme une masse m de sel el une masse x d’eau. 
‘Si nous posons 


0, =M;G, 
do, _ 
om 
Od, _ 
op — G, 
nous aurons (') 
®,=—mF+pG 


(1) P. Dunes, Theorie du potentiel thermodynamique. (En cours de publication.) 
Ann. de l'Éc. Norm, 3° Serie. Tome II. — Jv tier 1885. 32 
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et, par conséquent, 


= mF + p.G + M, 92 + À 021,0 + (A, + As) G12 


et 


IF OG x 09: 
all, + M sir) oll, + M, all, ol, 


+ À ,,001,0 + (Ara + Ags) 01,2 + 01,00À 1,0 + Da 0 (A 5,2 + Ads), 


9 = (9, — G) OM, +(m 


I, désignant la pression à l’intérieur de la solution, et I, la pression a 
l'intérieur du solide. 

Mais, de ce que le liquide est supposé indéfini, on déduit I, = P, et 
SII, = 0; d'autre part, en vertu de l’hypothèse que nous avons faite au 
commencement de ce Chapitre, on a If, = P, et dll, = 0. Les termes 
qui figurent à la premiere ligne de 8@ se réduisent donc simplement à 


(9: — F)oM,. 
Le fluide étant supposé indétini, on a 


00,0 =O. 


Les quantités A, ‚0: À, 2, À, dépendent non seulement de la pression 
a l’intérieur de la dissolution et de la pression à l’intérieur du solide, 


e a m e 
mais encore de la concentration A = fr de la solution. On a done 


_ OA,,o N OA. a 








0A, 9= oll, oll, + Fh oh, 
(A++ Ags) = Pe Ae) oll, + u GIE, + Aus D a) gp. 


Mais on a déjà 


D'autre part, 


h — om ©” = a M: 
et 
Oh _:1 
Om sp 


La masse de la solution étant supposée très grande, on peut négliger 
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celte quantité. On a donc 
OA 1,0 —0, 
(Au + Ags) = 0, 
et, par conséquent, 


oP = (o2 — F)oM, + (Ai, + A1) 05; 9 


Cette égalité est analogue à celle que nous avons obtenue en étu- 
diant le phénomène de la surfusion. Elle conduit done à des consé- 
quences entierement analogues. 

Quelle influence peut exercer sur la solitlification la présence d’un 
solide étranger? C’est ce que nous nous proposons d’examiner en ter- 
minant cette étude. 

Supposons tout d’abord le solide étranger en contact avec le liquide, 
avant qu aucune solidification se soit produite. Le potentiel therino- 


dynamique a la valeur suivante: 
D = Mo, + M; 9: + A, ho + (Ay, + A;,1) Oi 3. 


Peut-il se faire qu’au bout d’un certain temps le liquide se soit en 
partie congelé au contact de ce corps solide? Supposons qu'une 
couche d'épaisseur e du solide que le liquide produit par sa congé- 
lation ait recouvert le corps etranger. Désignons par D, la densité du 
solide. Il est aisé de voir que le potentiel sera devenu 


D + do — (M; — £9; 3 D,) Qi + M303; + £9, .Ds¢- + À, 41,0 + (Ais + Ag) ds 
Nous aurons donc 
BP — (9 — 01) Dee + (Aie + Ayı) — (Ag,3 + A3) ] Ti, 


Le phénomène dont il s'agit n’est possible que si 5® est négatif, 
quelque petit que soit e. Il sera donc impossible si l’on a 


(Aie + Ast) — (Ai,3 + Aaj) > 0. 


Ainsi, un corps étranger vérifiant cette inégalité ne saurait faire cesser 
le phénomène de la surfusion. C’est ce que l’on constate en général. 
Au contraire, un corps étranger vérifiant l'inégalité 


(Aya + Aoi) — (Ars + As.) < 0 


292 P. DUHEM. 


jouirait de la propriété de provoquer la congélation d’une mince 
couche liquide, alors même que 9, — 9, serait positif, c’est-à-dire alors 
même que la température serait supérieure au point de congélation. 
Jamais l'expérience n’a présenté aux physiciens de semblables corps. 

Entre les deux cas généraux caractérisés par les inégalités que nous 
venons d'écrire, il existe un cas particulier intéressant; c’est celui où 
l’on a 


(31) | (Au, + Aga) — (Ars + Ass) = 0. 


Dans ce cas, ona 
JD = (pr — 91) €D2 41,3 = (Ge — 91) OMY. 


Cette égalité conduit, nous l'avons dit, aux lois de la fusion telles 
qu’on les énonce en général en laissant de cöte le phenomene de la 
surfusion. Ainsi, un corps qui vérifie l’egalite (31) peut faire cesser 
l’état de surfusion d’un liquide. 

Connaissons-nous certains cas où cette égalité (31) soit vérifiée ? 

Elle est tout d’abord vérifiée dans le cas où le solide (3) introduit 
dans le liquide est identique avec le solide (2) auquel le liquide peut 
donner naissance par sa congélation. Mais elle est encore vérifiée dans 
un autre cas extrêmement intéressant. 

Soient deux corps solides caractérisés par les indices (2) et (3): 
désignons par 7, et =, leurs poids atomiques; dans un travail précé- 
dent ('), nous avons été conduits à comparer les propriétés de ces 
corps dans le cas où 


(33) Typ — TaQte 


Nous avons montré alors que, dans les mêmes conditions, ces corps 
avaient même volume atomique, mêmes coefficients de dilatation, 
même coefficient de compressibilité, mêmes chaleurs spécifiques ato- 
miques. Nous avons vu que leurs dissolutions présentaient certaines 
propriétés paradoxales, que M. Rüdorff avait constatées expérimenta- 
lement, et nous avons été amenés à conclure de cet ensemble d’analo- 
gies que les deux solides qui vérifient l’egalite (33) sont isomorphes. 


(1) P. Dunes, Theorie du potenticl thermodynamique (en cours de publication ). 
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Cette conclusion peut s’énoncer de la manière suivante : poids ato- 
miques égaux de corps isomorphes ont, dans les mêmes circonstances, 
le mème potentiel thermodynamique; ou bien encore, à cause de |’é- 
galité des volumes atomiques des corps isomorphes : volumes égaux de 
deux cerps isomorphes ont, dans les mêmes conditions, le même poten- 
tiel thermodynamique. 

Si donc, dans un systeme, on remplace un certain corps solide (2° 
par un autre corps isomorphe (3), le potentiel du systeme ne devra pas 
changer; en d’autres lermes, ce potentiel ne change pas lorsqu'on 
remplaee l’indice (2) par l'indice (3); en particulier, on aura 


Aus + A = Ay3+ As). 


Les corps isomorphes verifient donc l’égalité (31). Par suite, on 
pourra faire cesser l’état de surfusion d’un corps en y jetant une par- 
celle d’un corps isomorphe à l’état solide. 

On sait que M. Gernez a trouvé par l'expérience cette remarquable 
proposition. Il a montré qu’elle s’appliquait non seulement aux phé- 
nomènes de surfusion, mais encore aux phénomènes de sursaturation. 
Les raisonnements précédents peuvent s'appliquer textuellement aux 
phénomènes de sursaturation et servir à retrouver théoriquement la 
loi établie par M. Gernez. L'égalité (33) renferme donc toutes les pro- 
priétés qui caractérisent les corps isomorphes. 

Nous n’examinerons pas plus longtemps les corrélations qui peuvent 
exister entre les changements d'état et les phénomènes capillaires. 
Toutes ces corrélations pourraient être étudiées par des raisonnements 
analogues à ceux que nous avons développés dans ce qui précède. 

Les considéralions que nous avons exposées dans ce Mémoire mon- 
trent que, grâce à la Thermodynamique, il est possible d’affranchir la 
théorie des phénomènes capillaires de l'hypothèse de l'attraction mole- 
culaire; la théorie à laquelle on parvient reproduit tous les résultats 
obtenus par Gauss et Laplace, mais elle donne en même temps l’expres- 
sion de la quantité de chaleur mise en jeu dans les phénomènes capil- 
laires; elle permet de relier ceux-ci aux changements d'état, et, par ce 
nouveau rapprochement, elle explique dans tous leurs détails les phé- 
nomènes si singuliers de la surfusion, de la sursaturation et des retards 
d’ébullition. 
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L'application de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires 
fournit donc une nouvelle preuve de la fécondité de cette Science, et 
de la puissance avec laquelle elle parvient à établir des liens d’étroite 
parenté entre certaines parties de la Physique qui semblent, au premier 
abord, s'occuper de phénomènes essentiellement différents. Les corré- 
lations qu’elle découvre ne sont pas fondées sur des hypothèses plus 
ou moins plausibles; elles sont des conséquences rigoureuses du prin- 
cipe de l’équivalence et du principe de Carnot. 

Les Mémoires de sir W. Thomson, en montrant comment le principe 
de Carnot s'applique aux phénomènes capillaires et relie ces phéno- 
mènes aux changements d'état, ont ouvert à la théorie de la capillarité 
une nouvelle voie à laquelle on peut, semble-t-il, appliquer ces paroles 
de Lamé : « Lorsqu'une branche de la Physique mathématique est 
ainsi parvenue à écarter tout principe douteux, toute hypothèse res- 
trictive, elle entre réellement dans une phase nouvelle. Et cette phase 
paraît définitive, car la série historique, et en même temps rationnelle, 
des progrès accomplis, signale une tendance constante vers l’indépen- 
dance de toute loi préconçue ». 


ce oe ee me — 


SUR LES 


DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS 


DE 


PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES, 


Par M. E. GOURSAT, 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE. 


Dans son Cours d'Analyse, p.64, M. Hermite a remarqué que, quand 
on développe le radical 


suivant les puissances de x etde y, le groupe homogène des termes du 
second degré entre en facteur dans le groupe homogène des termesdu 
troisième degré et des degrés plus élevés. Cette remarque a été le point 
de départ d’un intéressant Mémoire de M. Darboux, publié dans le 
Bulletin des Sciences mathématiques (2° serie, t. V, p. 376-384 et 39»- 
424), où l’auteur détermine toutes les fonctions d’un nombre quel- 
conque de variables indépendantes pour lesquelles la différentielle 
totale d’ordre n + ı est exactement divisible par la différentielle to- 
tale d'ordre n. 

Comme l'indique M. Darboux lui-même (p. 412), ces recherches 
sont encore susceptibles de généralisations étendues. Dans le présent 
travail, je me suis proposé de trouver toutes les fonctions d’un nombre 
quelconque u. de variables indépendantes telles que deux différenuelles 
totales successives aient un facteur commun, fonction entière et homo- 
gene des différentielles dx,, dx,, ..., dx,. Il est clair que la question 
résolue par M. Darboux n’est qu’un cas particulier de la précédente. Je 
traite d'abord le cas de deux variables indépendantes; le problème est 
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alors susceptible d’une interprétation géométrique simple, qui conduit 
facilement à la solution complete. Les résultats sont ensuite étendus 
aux fonctions d’un nombre quelconque de variables. 


1. Soit s= f(&,, 7,,...,2,) une fonction de u variables indepen- 
dantes x,, æ,, ..., Ly; la différentielle totale d'ordre nd"f est une 
fonction entière et homogene d’ordre n des différentielles dx,, dx,, ..., 
dx, dont les coefficients sont, à des facteurs numériques pres, les de- 
rivées d’ordre n de la fonction f. Nous dirons que cette différentielle 
est irréductible s’il est impossible de la décomposer en un produit de 
facteurs entiers et homogènes par rapport aux dr; et de degré moindre. 
Dans le cas de deux variables indépendantes, d”f sera toujours le pro- 
duit de n facteurs linéaires en dx,, dx,, égaux ou inégaux. S'il ya 
plus de deux variables, d”/ sera en général irréductible. 

Je désignerai, en général, par les lettres H et K des expressions de 
même forme que d”f, c’est-à-dire des fonctions entieres et homogènes 
des dx;. On voit tout de suite ce qu’il faudra entendre quand on dira 
que d”f est divisible par un facteur H ou que d”f et d"*'f ont un fac- 
teur commun. Soit H ce facteur commun; on devra avoir 


d" f — HK, 


(1) af — HK, 


si l’on suppose que le facteur commun H soit d’un degré determine, 
l'élimination des coefficients inconnus qui entrent dans H, K, K, entre 
les différentes équations obtenues en écrivant que les deux membres 
des égalités précédentes sont identiques terme à terme, quels que soient 
les dx;, conduira à un certain nombre de relations algébriques entre 
les dérivées partielles d’ordre n de la fonction / et les dérivées par- 
tielles d'ordre r +1. Ils’agit, en réalité, d'intégrer ce systeme d’équa- 
tions aux dérivées partielles; mais la marche que j’ai suivie est tout à 
fait différente. 
Je commencerai par démontrer le lemme suivant : 


Lemme. — Étant donnée une fonction f de u. variables indépendantes 
Lys Lay ces Ly, St d'f contient un facteur multiple K”, dK est divisible 
par K. 
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Supposons que l’on ait 
(2) dr f= HK”, 


H et K étant des fonctions entières des dx;, et H étant premier avec K. 


Désignons par H, et K, ce que deviennent H et K quand on y remplace 
dx; par p;, et posons 


(3) | s=H,K”; 


H, et K, sont des fonctions entieres et homogenes des p; de degres m, 
et m, respectivement, avec la condition 


(4) m, + mm; TZ A, 


Pour que l’expression HK” soit la différentielle n'*™* d’une fonction /, 
il faut et il suffit que les conditions 


(5) Ku 0?o 


Ox; dpr — Ir Opi 


soient identiquement satisfaites, quelles que soient les quantités p, 
(voir le Mémoire de M. Darboux, p. 382). On aura 











09 — OH, m m -i JK, 
Ox, —= Ox; Ki + mH,K! Ir. 
PH km, m OK 
or; OPk — — dr, OP: K: ” On, KY OPK mn ’ OPK Ki 0x; 
07K, OK, OK 
m4 __ m—2 1 I. 
+ mH,K! dx; Ops + m(m — ı)H,K} dr, Op 


les conditions (5) deviennent 





Kr ( OH, _ O*H, ) mk! (5 Ok, ou, 5) 
1 


Ox:0px OX, OP; Ox; OP, OX, Op; 


. oK, OH OK, OH - o7K 0? K 
. m-4 3 CP OM YET m-4 1 
(©) + (Se: Op, Ox% p.) 7m Hi Ki (ar; Op Ox in) 


: OK, OK, _ OK, OK, 
_ DIRE TT | 
+ m(m 1)H,K; (SE OPK 09% a) 





Tous les termes, sauf le dernier, contiennent en facteur K*”'.Comme, 


par hypothèse, m est >1 et que K, ne peut être nul, quels que soient 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Il — Aour 1885. 33 


\ 


| 
238 E. GOURSAT. 


x 


devra être divisible par K,. D’autre part, nous avons supposé H pre- 
mier avec K et par suite H, premier avec K,; il faudra done que l’on 
ait | 

OK, OK, dK, JK, ; 
(7) Or; dpe Org Opi — iW, 
W;, désignant une fonction entière des p;. Dans la formule (7), laissons 
fixe l'indice # et faisons successivement ¢ ==1, 2,..-,u.; on aura une 
suite de relations analogues a la précédente 


' OK, OK, dK, OK, 


Ox, dpe Ox, Om NEY 

OK, OK, OK, OK, _ yy 
(8). OL, OP, OLE Opry 1? 

dK, OK, AK, 0K, _ K, Wa: 





| du OPK (OL OPy — 


multiplions ces formules respectivement par p,, Pa, ..., Pyel ajoutons. 
Il vient, en tenant compte de ce que K, est une fonction homogene 
des p;, 


9) OK, ça IK, OK, 


Ip dx, P! + datt + ape) — K,®, 


® étant une fonction entière des p;. Nous pouvons toujours supposer 


nd K 
que K est irreductible; alors K, sera premier avec ae par suite 


aK, OK, Oks 
de, PT Oa, Pr UT Ou Pe 


est divisible par K,. En remplaçant p; par dr;, on en conclut que 
i= OK | 
2 ar, dx; — dK 


est divisible par K. C.Q. F. D. 
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Il est facile de voir que cela est encore vrai, alors méme que K ne 
serait pas suppose irréductible. 

Corollaire. — Si la différentielle nit"° est exactement divisible par un 
facteur multiple, la différentielle n+ 1™° sera exactement divisible 
par le même facteur, ainsi que les différentielles*d’ ordre plus élevé. 


Soit 
d/= H K’”, 
on aura 
a+! f=: dH K" + mH K"-'dh. 


Comme dK est divisible par K, d'après ce qui vient d’être démontré, 
d'*' f sera divisible par K"; on démontrera ensuite qu'il en est de 
même de d"+?f, d"*?f, .... 


De ce qui précède, résulte immédiatement le théorème suivant : 


THÉORÈME. — Su d'f et d'*'f sont divisibles par un méme facteur, ce 
facteur divise toutes les différentielles d'ordre plus élevé. 


Pour prendre le cas général, supposons d*f décomposé en facteurs 
irreductibles et premiers entre eux, 


dr f= We We... WY’. 


el cherchons d’où peuvent provenir les facteurs communs à d'f et 
a d'+1f, Nous avons, en premier lieu, tous les facteurs multiples de 
d"f. Soit ensuite H; un facteur simple irréductible de d”f; on pourra 
écrire 
dn f= H; K,, 
K; étant premier avec H;. On en déduit 
d+ f== Hi, dK; + K;dH;; 


pour que d‘*'f soit divisible par H,, il faut et il suffit que dH; soit 
divisible par H;. En résumé, les facteurs comniuns proviennent des 
facteurs multiples de d”/f et des facteurs simples H; tels que dH, 
soit divisible par H;. Mais tous ces facteurs diviseront aussi d’*?/, 
RS cn. C. Q. F. D. 


Remarque. — Si H est un facteur commun à d’f et à "+ f, AH sera 
toujours divisible par H. Dans le cas de deux variables indépendantes 
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x et y, cette condition est susceptible d’une interpretation géométrique 
intéressante. Supposons, pour plus de netteté, que nous ayons un fac- 
teur linéaire en dx, dy, Adx + Bdy, tel que dAdx + dBdy soit divi- 
sible par A dx + Bdy. Il est aisé de voir que les conditions auxquelles 
on est conduit sont €elles que l’on obtiendrait en écrivant que les 
courbes intégrales de l’équation différentielle 


Ad -+- Bdy =o 


ont un point d’inflexion en chacun de leurs points, c’est-à-dire que 
ces courbes forment un systeme de lignes droites. La remarque 
s’étend d’elle-méme à une équation différentielle du preinier ordre et 
de degré quelconque. 


2. Laissant de côté ces généralités, je me propose maintenant de 
trouver toutes les fonctions / des deux variables x et y, telles que d”f 
et d“*'f soient divisibles par un même facteur. Soit S la surface re- 
présentée par l'équation 


(10) 3—=/f(x, y); 


soient x, y, z les coordonnées d’un point de cette surface et X, Y, Z 
les coordonnées d’un point voisin. On aura, en posant dr =X — x, 
(11) Z- =f+— DL + ñ 
en admettant que la fonction fest uniforme et continue dans le voisi- 
nage du couple de valeurs considérées pour les variables. 

Voici quelques dénominations dont je ferai usage pour abréger. 
J'appellerai paraboloide d'ordre n — 1 toute surface ayant une équa- 
tion de la forme 

- 3=P(r,r), 
P (x, y) étant un polynôme de degré n — 1. Toute droite parallèle à 
l'axe oz sera dite un diamètre de cette surface. De même j’appellerai 
parabole d'ordre n — 1 toute courbe plane dont l'équation en coordon- 
nées rectilignes peut être ramenée à la forme 


Y=u+ SX+yX?+...4AX"-!, 
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et toute droite parallèle à l’axe o Y sera encore un diamètre. Les équa- 
tions générales d'une parabole d'ordre 2 — 1 ayant ses diamètres paral- 


leles à oz seront 
yz=mı + D; 


s=at+Bat+...+Ar"—', 


Dans ce qui suit, je supposerai toujours, à moins de mention ex- 
presse, que les diametres des paraboles et des paraboloides dont il sera 
question sont paralleles à oz. Une parabole d'ordre zéro sera une 
droite parallèle au plan des xy; une parabole du premier ordre sera 
une ligne droite quelconque, etc. 

Si, dans le développement (11), on se borne aux n premiers termes. 
on a l'équation d’un paraboloide d’ordre n — ı osculateur à la surface 
au point considéré, l’ordre de contact étant n — ı. Toutes les para- 
boles d’ordre n — 1 situées sur ce paraboloide et passant par ce point 
auront également avec la surface un contact d'ordre n—1. Mais ce 
contact sera d’ordre plus élevé si l’on considère les sections du parabo- 
loide osculateur par les plans parallèles à os, et dont les traces sur le 
plan des xy sont déterminées par l'équation d'f— 0, où l'on a remplacé 
dx par X — x etdy par Y — y. Il y a ainsi en chaque point d’une sur- 
face n paraboles d'ordre n — ı ayant avec la surface un contact 
d’ordre x ou d'ordre plus élevé; ce sont les paraboles de cette espèce 
osculatrices à la surface. Ceci posé, supposons que d" fet d”*' / soient 
divisibles par un facteur de la forme Adz + Bdy; d'après le théo- 
rème démontré plus haut, toutes les différentielles d'ordre plus élevé 
seront divisibles par le même facteur. On peut, de plus, supposer que 
ce facteur ne divise pas d"-'f. Tous les termes du développement (11, 
contiendront en facteur A(X — x) + B(Y — y), à partir dun + 1e: 
la section du paraboloïde osculateur 


y, Ÿ dn} 
Saf rt 1.2...(n—ı) 
par le plan parallele a os 

A(X —xr)+B(Y—y)=0 


est donc située tout entière sur la surface. On voit donc que l’exis- 
tence d’un diviseur commun de d“fet de d”*' fsignifie géométrique- 
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ment que par chaque point de la surface S passe une parabole d'ordre 
n — 1 ayant 03 pour direction diametrale et située tout entière sur la sur- 
face. La réciproque est évidente. Si par chaque point de la surface 
passe une parabole de cette espèce située sur la surface, elle fait partie 
en chacun de ses points des n paraboles osculatrices à la surtace en 
ce point, et le facteur linéaire correspondant de d’/doit diviser d’"'f 
et toutes les autres différentielles. 

Si d"fa un facteur multiple, deux ou plusieurs des paraboles oscu- 
latrices en chaque point seront confondues. Le lemme démontré plus 
haut nous prouve que, s’il en est ainsi, les paraboles osculatrices con- 
fondues sont siluées sur la surface. Par chaque point de la surface 
passeront autant de paraboles distinctes d'ordre n — 1 que d'fet d"-'f | 
ont de facteurs communs linéaires et distincts. Il nous reste à montrer 
comment on peut distinguer géométriquement les paraboles provenant 
des facteurs multiples. Supposons que d" f contienne ( A dx + Bay)? 
et ne contienne pas (A dx + Bdy)?*'. Prenons pour origine un point 
quelconque de la surface et pour plan des xs le plan de la parabole 
provenant de ce facteur multiple; dans le développement de s suivant 
les puissances de x et de y, >? entrera en facteur dans le groupe homo- 
gene des termes de degré n et des degrés plus élevés, et l’on pourra 
écrire 

s=P Cr) +I? G(r, »), 
P,_, désignant un polynôme de degré a — ı et 5(x,7) une fonction 
uniforme et continue dans le voisinage des valeurs x = y = o. Consi- 
dérons le paraboloide d'ordre a — 1 ayant pour équation 


L=P,_:(x,7), 
et soit 
u—=3—4=)rQ(r y). 

Toutes les dérivées partielles de la fonction uw sont nulles pour y = o, 
jusqu’à celles de l’ordre p exclusivement, c'est-à-dire que le paraboloide 
et la surface ont un contact d'ordre p — 1 tout le long de la parabole du 
plan des xs. Remarquons que, si p<n, il y a une infinité de parabo- 
loides d'ordre n — 1 jouissant de la même propriété; ils sont repre- 
sentés par l'équation générale 


ZL=Pinitr,r)+orQ(x, ¥), 
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Q(x,y) étant un polynôme de degré n—p—t. Inversement, il 
n'existe pas de paraboloide d'ordre n — 1 ayant avec la surface un con- 
tact d’ordre supérieur à 9 — 1 tout le long de la parabole du plan des «=. 
Il faudrait, en effet, pour cela que l'on put trouver un polynöme P’ de 
degré n —1, tel que la différence s — P’ contienne en facteur une puis- 
sance de y supérieure a p; ce qui est impossible, puisque, par hypo- 
these, g(x, y) ne contient pas y en facteur. 

- En résumé, pour évaluer l'ordre de multiplicité d’un facteur commun 
a deux différentielles successives, il suffit d'évaluer l'ordre maximum 
de contact que peut avoir un paraboloide d’ordre nm — 1 avec la surface 
tout le long de la parabole située sur la surface provenant de ce facteur 
commun, et d'augmenter cet ordre d’une unité. 


3. Occupons-nous d’abord du cas où les deux différentielles d” fet 
d'** f ont un facteur commun du premier degré et un seul, ce facteur 
ne divisant pas d”-'f. La définition de la fonction / résulte immédiate- 
ment des considérations précédentes. La surface z = f(x, y) pourra, 
en effet, être regardée comme engendrée par une parabole variable 
d'ordre n —ı qui se meut en se déformant d'une façon arbitraire, mais 
en conservant toujours ses diamètres parallèles à os. Cette surface sera 
définie par les deux équations 


Y=tz+o(t), 


(12) | s= SE) + 2 fe) ++ 2 fa (0), 


désignant un paramètre variable, et o,f, fi, fos ..., fn étant nr +1 
fonctions arbitraires de ce paramètre. L’équation aux dérivées par- 
» 1. ee d 

tielles de ces surfaces s’obtiendra en éliminant le rapport u entre les 


deux équations 
. d" f= 0, dHfz oO. 


Ceci est bien d’accord avec les résultats connus. Posons, suivant 
usage, 


Eu ds LH Os = O75 s— O73 _ Os 
P= 5x 17 dy” ge Or dy Oy? 
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en éliminant dx et dy entre les deux équations 


df— pdx + qdy =», 
af = rdzx*--asdxdy + tdy* =0, 


on aura l’equation aux dérivées partielles des surfaces engendrées par 
une ligne droite parallele au plan des wy. Le résultat de l’elimination 
est | - 
rq*— 2aspq + tp*= 0, 

qui est bien l’equation aux dérivées partielles des surfaces conoides. 
De mème, en éliminant dx et dy entre les deux équations 


dif = rdr? + 2sdrdy + tdy? = 0, 
Bf = adı? + 35 dxtdy + 3ydrdy? + dy = 0, 


on aura Féquation aux dérivées partielles des surfaces engendrées par 
une droite quelconque, ou des surfaces réglées. On est conduit aux 
mêmes caleuls que par la méthode ordinaire (HERMITE, Cours d'Analyse, 
p. 222). 


- 


4. Je suppose, en second lieu, que d”y et d”*'f ont un facteur 
commun qui est la puissance pi" d’un facteur linéaire en dx et dy, 
ne divisant pas d”-'f. La surface s = f(x, y) n’admet encore qu’un 
seul mode de generation parabolique, mais, tout le long d’une para- 
bole, il existe. un paraboloide d’ordre a — ı, ayant un contact d'ordre 
p — 1 avec la surface proposée, qui peut, de cette façon, être envisagée 
comme enveloppe d’un paraboloïde, la courbe de contact étant une 
courbe plane située dans un plan parallèle à os. L’exemple le plus 
simple est fourni par les surfaces développables. Pour prendre le cas 
général, soient 


(13) ro, (u) + r9(u) +b(u)=o, 
(14) ZL=F(x,r,u) 


les équations de la parabole mobile, l’équation (14) représentant un 
paraboloide d'ordre n — 1, qui a un contact d'ordre p — 1 avec la sur- 
face lieu de cette parabole mobile. Imaginons que de l'équation (13) 
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on ait tiré la valeur du paramètre variable w 


u=/f\(#,ÿ) 
et qu’on l’ait porté dans l’équation (14); on aura la fonction inconnue 
(15) 5 = Ffz, 7, f(x, 7)1]=/(x, 7). 


Il nous faut exprimer que tout le long de la parabole les dérivées 
partielles de la fonction z sont égales à celles de Z, jusqu’à celles de 
l’ordre p — 1 inclusivement: On a 


af OF OF du 


— — —— 9 


Ox 0x: du dx 


Of __ OF , OF du, 
dy dy du dy’ 





‘ra la fois ZU — du _ l faud p 
comme on ne peut avoır a la O'S Tz = 9 Gy =O} audra que | on 
ait 

OF _ 
du ©" 


Or - est, comme F(z, y, u), une fonction entière de x et de y de degré 


n — 1; pour que = soitnulen même temps que xp, (u) +79, (u) + (ee), 

. . OF. . 

il faut et il suffit que — soit le produit de zp,(u) +yp.(u) + Yu) par 

un polynöme d’ordre n — 2. On démontrerait ensuite de proche en 
h 0 oP-!F 

proche que du’ "99 Sur 


teur; il en résulte que l’on doit avoir 


doivent étre divisibles par le méme fac- 


oF 


Fp be ei) Hy ale) + (a) Fi Gr, dw), 





F,(x, y, u) désignant un polynôme de degré n — pen x et y, dont les 
coefficients seront des fonctions arbitraires de u. La fonction inconnue 
sera donc définie par l’&quation 


F=f eee) ty qu) + WI (ny, wed, 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome Il. — Aour 1885. 34 
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jointe à l’equation (13). Il est facile de remarquer l'analogie de cette 
solution avec la forme II] de M. Darboux (loc. cit., p. 410), à laquelle 
elle se réduit pour p= n. Nous verrons plus loin une autre méthode 
pour vérifier ce résultat. 


5. Si les différentielles d“f et d”*' font un diviseur commun d’un 
degré supérieur au premier, sans que ce facteur soit une puissance 
parfaite d'un facteur linéaireen dx, dy, la surface 3 = /(x,y) admettra 
plusieurs modes distincts de génération parabolique. Considérons une 
petite portion 3 de cette surface se projetant sur le plan des wy suivant 
une aire s; je suppose qu’à l’intérieur de s 3 est une fonction uniforme 
et continue de x et de 7. Soient M un point de & et m sa projection sur 
le plan des xy, qui sera à l’intérieur de s; par le point M passent deux 
paraboles C, C, situées tout entieres sur la surface et dont les plans ont 
pour traces sur xOy deux droites P, P,. Soient M’ un point voisin de M 
et m’ sa projection; par M’ passe de même une parabole C’ de la même 
série que Get une parabole C, de la même série que C,; si P’ et P' sont 
les traces des plans de ces paraboles sur le plan xoy, P et P, se coupent 
en un point p, et P’ et P, en un point w’. Il est clair que les points u 
ety’ seront à l’intérieur de c, pourvu que les deux points Met M’ soient 
suffisamment rapprochés. Le point de £ qui se projette en » appartient 
donc à la fois aux deux paraboles C et C, et de même le point de la sur- 
face qui se projette eu p’ sera commun à C’ et à C,. Autrement dit, la 
portion de surface considérée pourra étre engendrée d’une infinité de 
manières par unc parabole d'ordre n — 1 ayant ses diamètres parallèles 
à 02, assujettie à rencontrer dans toutes ses positions x + ¢ paraboles 
de méme degre ayant aussi leurs diametres paralleles a os. 

Considérons n + 1 paraboles de la même serie C,, (a, ..., C,.,, et 
soient 


( Y= Myr + pi 
| 3 = Oy + Bye + yat +... + gem! . 


(16) 


les équations de la parabole C;. Soient, de plus, 


JZmz-+Pp, 


(17) u B 
zZ. 4+ Bet+yrt+...+dxrr-! 
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les équations de la parabole mobile C’. Le plan de la parabole C’ ren- 
contre la parabole fixe C; en un point de coordonnées 2;,, y;, 5; 
(18) x, PI P — MPıT MiP | 


73 
m — M; Yi m— IN; 





= + biri+yirt t+... + Ami, 


Les n —1 points (4,71, 31), (Lars Ya» 32) + + +» (Lasse Yaris Snes) de- 
vront être situés sur une même parabole d'ordre n — 1; ce qui fournit 
la relation 


æ n-1 n--3 . 
Coal | T, T; . Ly I 
19 . = ° 
æ n-1 a—? 
Sn+t In Fnrı c'e Ener ! 


Imaginons qu'on ait remplacé x; et z, par leurs expressions (18); on 
aura une équation de condition dont le premier membre sera une 
fonction entière de m et dep, 


(19) P(m,p)=o, 


qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que le plan 
y = mx +p coupe les n + paraboles fixes C; en n + 1 points situés 
sur une même parabole d'ordre n -- 1 ayant ses diamètres parallèles 
a oz. La condition (19) étant supposée remplie, la parabole corres- 
pondante sera représentée par les équations 


: y= MI+Pp, 
| 3 ert ght ld, x 1 
+ n-1 n—-2 
(20) | 3 xy xy wee To ı|_, 
> n-1 n-2 
Sn+1 Thay Ln+1 2+ Ens I 


Ecartons d’abord le cas singulier où &(m, p) serait identiquement nul; 
on obtiendra l'équation de la surface engendrée par la parabole mobile 
en éliminant m et p entre les équations (19) et (20). Le résultat de 
l'élimination sera évidemment une fonction algébrique entière de x, 
Yr 3: 


(21) F(z, y, 5) = 0; 
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on voit donc que la portion de surface 3 appartient à une surface alge- 
brique, soit que F(x, y, z) soit indécomposable, soit que F(a, y, 2) soit 
le produit de plusieurs facteurs entiers en x, y, z. Dans tous les cas, si 
o(x, y,5) = 0 est l’equation de la surface algébrique à laquelle ap- 
partient la portion de surface X, il suit des propriétés bien connues 
des fonctions analytiques que la fonction inconnue 3 coincidera, pour 
toutes. les valeurs de x et de y, avec la fonction algebrique définie par 
l’equation o(2, y,z)=0. 

Comme o(x, y, z) est un facteur de F(x, y, z), on peut dire, d’après 
la façon dont on a obtenu cette dernière équation, que par chaque 
point de la surface cherchée passe une parabole d'ordre n — 1 s’ap- 
puyant sur za +1 paraboles voisines d’une même série. On voit de 
même qu'élant donnée une parabole quelconque sur la surface, par 
chaque point de la surface passe une parabole qui coupe la première. 
Le mode de génération donne encore lieu à quelques remarques im- 
portantes. Au lieu de prendre pour directrices de la parabole mobile 
les na + ı paraboles C,, C,, ..., C,,,, on aurait pu prendre n+ 1 autres 
paraboles de cetté série ou d’une série différente; en faisant les mêmes 
calculs que plus haut, on serait parvenu à une équation analogue à 
l'équation (21) 

(21) Fix, y, 3) =. 


Les fonctions F et F, ne seraient pas en général identiques; mais, 
quel que soit le système de paraboles choisies pour directrices, F et F, 
devront toujours avoir un facteur commun 9(z, y, 3) qui, égalé à zéro, 
constitue la solution cherchée. 


6. Il est bien aisé maintenant de découvrir la forme de ce facteur 
commun 9(z, y, 3). Commençons par un cas particulier tres simple, 
celui où tous les plans des paraboles d’une même série passent par une 
droite fixe qui sera forcément parallele a os. Je suppose qu’on ait pris 
cette droite fixe pour axe des z et qu’on ait choisi pour directrices z 
paraboles C,, C,, ..., C, d’une série différente. Les équations de la 
parabole mobile seront » 

yume, 
sear dr +yat+...+ her; 
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de plus, si l’on se reporte aux calculs faits tout à l’heure, on voit im- 
mediatement que a, ß, ..., 2 seront des fonctions rationnelles de m: 
’élimination de m conduira à une équation du premier degré en z. 
Donc, dans ce cas, la fonction f est une fonction rationnelle des varia- 
bles x et y. | 

Supposons, en second lieu, que les plans des paraboles d’une même 
série ne passent pas par une droite fixe. Soient 


CC... Cou AI paraboles voisines d’une même série; 

P,, P,,..., Ps, les traces de leurs plans sur le plan des xy; 

m l'intersection des droites P, et P.; 

M, et M, les points des deux paraboles C, et C, qui se projettent en m. 


La parallèle en os, menée parm, ne peut rencontrer la surface en un 
troisième point M différent de M, et de M,, car il serait impossible de 
faire passer par M’ une parabole rencontrant à la fois les deux para- 
boles C, et C,. Il n’y aurait exception que si cette parabole se décompo- 

,Sait en un systeme de droites parallèles à 0s, parmi lesquelles se trouve- 
rait la droite mM, M, elle-même; mais alors cette droite appartiendrait 
tout entière à la surface. Appelonsæ,, y, les coordonnées du point m, 

"Sq et 3, les troisièmes coordonnées des points M,, M,; on voit qu’au 
systeme de valeurs (x,, y,) pour les variables x et y ne peuvent corres- 
poudre pour z que les deux valeurs 5, et s,, à moins que z ne soit indé- 
terminé, ce qui ne peut arriver que pour des systèmes de valeurs en 
nombre limité. Comme les plans des paraboles ne passent pas par une 
droite fixe, il ne peut exister d’équation de condition entre x, et yp. 
D'ailleurs, nous savons déjà que s est une fonction algébrique de x et 
de y, et nous en déduisons que /a fonction inconnue est racine d'une 
équation du second degré dont les coefficients sont des fonctions ration- 
nelles de x et de y. 

On peut se demander ce qui arrive lorsque l’équation (19)’ est satis- 
faite identiquement. Cela signifie géométriquement que tout plan pa- 
rallele à os coupe les n + 1 paraboles C,,C,,...,C,,, en a + 1 points 
situés sur une parabole d'ordre n — 1. Écartons le cas qui vient d’être 
examiné, où les plans de toutes ces paraboles passent par une droite 
fixe; nous pourrons supposer que l'on a choisi ces paraboles de façon 


que leurs plans se coupent suivant u) droites toutes distinctes. 
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Soil D la droite d’intersection des plans des deux paraboles C,, C,; ima- 
ginons un plan P passant par D et ne contenant aucune autre droite 
d’intersection. Puisque la relation (19) est satisfaite identiquement, ce 
plan doit contenir une parabole d'ordre n — 1 rencontrant à la fois les 
paraboles C,, C,, ..., C,.,; cette parabole ne pourra se réduire an — 1 
droites paralleles 4 oz. Il faudra donc que les paraboles C, et C, cou- 
pent la droite D en un même point; la relation (19) ne pourra donc se 
réduire à une identité que si les a +1 paraboles considérées se cou- 
pent deux à deux. | 

Inversement, étant données r + 1 paraboles d'ordre n — 1 qui se 
coupent deux à deux, elles déterminent un paraboloïde d’ordren — 1, 
dont la section, par un plan parallele à oz, est une parabole d'ordre 
n — ı rencontrant à la fois les n +1 paraboles considérées. En 


effet, l’équation de ce paraboloide contient wer parametres arbi- 


traires; il suflira d’en disposer de facon que la surface passe par les 
(n-+ı)n 


aisé de s’assurer que le déterminant des coefficients des inconnues dans 

les équations linéaires auxquelles on est conduit est différent de zéro; 
si ce déterminant était nul, on pourrait, en effet, trouver une courbe 
de degré n — 1 dont feraient partie n + 1 droites, ce qui est absurde. 


7. Nous avons maintenant à rechercher, parmi les surfaces dont 
l'équation est de la forme précédente, quelles sont celles qui admet- 
tent des sections paraboliques et à évaluer le nombre des paraboles 


passant par un point donné. Si la fonction cherchée est une fonction 
rationnelle de x et de y, on pourra l'écrire 


__ P(z, 7) 

on) F7 Qt) 

Pet Q étant des fonctions entières sans facteur commun. Pour que le 
plan y = mx +p coupe la surface suivant une courbe parabolique, il 
faudra que P(x, mx + p) soit divisible par Q(x, max + p\ ou, si l'on 
veut, que tous les points de rencontre de la droite y = mx + p avecla 
courbe Q(x, y) =o appartiennent aussi à la courbe P(x, y) =o. De plus, 
si au pointæ = a, y = b, « points de rencontre de la droite y = mx + p 


points d’intersection des paraboles données deux à deux. Il est 


= | 
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avec la courbe Q = o sont confondus, il devra y avoir au moins & points 
de rencontre de la courbe P = 0 avec la droite confondus en ce méme 
point. Si la courbe Q = o ne se réduit pas à une ligne droite, il ne 
pourra y avoir qu’un nombre limité de droites jouissant de la propriété 
précédente; ce seront des cordes communes aux deux courbes P = 0, 
Q = o. Pour qu'il y ait sur la surface une infinite de sections parabo- 
liques, il faudra, par conséquent, que la courbe Q = 0 se réduisc à une 
ligne droite ou que Q soit de la forme 


Q(r,y7)={(axz + by + c}r; 


cela posé, on voit bien aisément que les systèmes de droites répondant 
à la question seront formés par les faisceaux de droites passant par les 
points d'intersection de la droite ax + by +c—o avec la courbe 
P(x, y) — 0, pourvu que ces points soient des points multiples de cette 
courbe d’un ordre de multiplicité égal ou supérieur à p; P(x, y) devra 
être de degré n + p — 1. En définitive, la recherche d’une surface de la 
forme (22) admettant q series de sections paraboliques d'ordre n — ı 
est ramence à la détermination d'une courbe plane d'ordre n + p — 1, 
ayant q points multiples d'ordre p situes sur une même ligne droite. 
Les trois nombres 7, g, p devront vérifier l'inégalité évidente 


(23) | YPER+p—1 


ou 


etal. 


er 
qui fournit une limite supérieure pour le nombre entier p lorsque les 
deux nombres entiers g et n sont connus, el permet d’enumerer ainsi 
toutes les formes possibles de la solution (22). 

Si l’on fait en particulier g = 7, on aura forcémentp = 1, et la fonc- 
tion prend la forme 


P(x; y) 
ax+by+e’ 


D —. 


P(x,y) étant une fonction entière quelconque de degré n. C'est la 
forme de la première solution de M. Darboux pour le cas de deux va- 
riables (doc. cit., p. 408). On voit immédiatement d’où proviennent les 
n systèmes de sections paraboliques; si, par les z points de rencorftre 
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de la courbe P=o avec la droite ax + by+c=o, on mene des 
droites parallèles à oz, ces droites sont situées sur la surface, et tout 
plan passant par une de ces droites coupe la surface suivant une 
parabole. 

Revenons au cas général, et supposons qu’on ait choisi p de façon 
que l’inégalité (23) soit satisfaite. Prenons pour axe des y la droite des 
points multiples et soient y=a,, y =a,, ..., y — a, les ordonnées 
de ces points. L’équation générale des courbes de degré n + p —1 
ayant ces points pour points multiples d’ordre p sera de la forme 


®?o4+ OF 'g.2+...4+ 00, ,27?-'+ 2? ¥=—0, 


où l’on a posé 
® = (y — a) (¥ — a)... (y— ag), 


Ps Dir +. Dp désignant des fonctions entières de y de degré 
R+p—1—-qgp,n+p—1i—-qgp+qg—1,...,et ¥ une fonction en- 
tiere de x et de y de degré n — 1. 

Si, dans l'inégalité (23), on faitr = g = 2, on aura forcément p= 1, 
et l’on retrouve, comme on devait s’y attendre, une surface du second 
degré. Si l’on fait z = 3, g = 2, on aura p £ 2, et la solution convenable 
se composera d’une courbe du quatrieme ordré ayant deux points 
doubles avec la droite joignant ces deux points. Prenons encore n = 4; 
pour g = 4, on a une courbe du quatrieme ordre quelconque; pour 
q = 2, on a, soit une courbe du sixième ordre avec deux points triples, 
soit une courbe du cinquième ordre avec deux points doubles. Si l’on 
suppose g = 3, l’inégalité (23) donne p = 1, et l’on retombe sur la so- 
lution correspondant à g = 4. Ceci nous montre que toutes les combi- 
naisons possibles a priori ne peuvent pas être réalisées par la forme (22); 
autrement dit, on ne peut pas toujours trouver de surface de cette 
forme ayant g systèmes de sections paraboliques et g seulement. C'est 
la un fait général ; si, dans l’inégalité (23), on prend pour q un nombre 


° oe LS: n + I ’ . 
entier supérieur à ——> on aura forcément p = 1, et, par suite, toutes 


ces surfaces auront rn systèmes de sections paraboliques. Pour une va- 
leur donnée de n, le nombre des valeurs admissibles pour g est égal 
an — 1; le nombre des valeurs qui fournissent des solutions distinctes 
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N N . . ° EN n . 

sera, en général, beaucoup moindre : il sera au plus égal à — sin est 
. _ A+! . . ° 

pair, et a = Si n est impair. 


8. Pour terminer ce qui est relatif à ce cas, il nous reste à évaluer 
l’ordre de multiplicité du facteur commun à d*fet à d"*'f, correspon- 
dant à chaque série de sections paraboliques. Considérons un système 
de sections paraboliques dont les plans passent par une droite fixe et 
imaginons que nous ayons pris pour axe des s cette droite fixe, pour 
axe des y la droite passant par les points multiples de la courbe P =o, 
et pour plan des az le plan d’une section parabolique quelconque. 
L’équation de la surface pourra s’écrire 


(22)! 5 — On+p-ı + Pa+p-s tes + Op 


xP ? 


en groupant ensemble au numérateur les termes de même degré. 
D’après ce que nous avons vu plus haut, pour évaluer l’ordre de multi- 
plicité du facteur linéaire qui correspond aux sections paraboliques 
par des plans passant par oz, il suffit de chercher le paraboloide 
d'ordre n — 1 qui a le contact d'ordre le plus élevé possible avec la 
surface tout le long d’une de ces paraboles, par exemple tout le long 
de la parabole du plan des xs. Soit 


Z=P,(2,¥) 


l’&quation d’un paraboloïde d’ordre n—-1; pour que ce paraboloide 
ait un contact d’ordre m avec la surface tout le long de la parabole du 
plan des wz, ıl faut et il suffit que 


On+p-t + Pntp—a tees + Op — LPP, (2,7) 


contienne y”*' en facteur. On en déduit aisément que l’ordre de mul- 
tiplicite du facteur considéré est égal a la plus petite puissance de y qui 
figure dans le numerateur de z dans l'expression (22) quand on sup- 
prime tous les termes contenant une puissance de x égale ou supérieure 
a la pene. 

En particulier, si l'on suppose p = 1, la plus faible puissance de y, 
quand on supprime tous les termes en x, est égale au nombre des points 
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communs à la courbe P := o et à l’axe des y qui sont confondus à l’ori- 
gine; ce qui est bien conforme au résultat de M. Darboux. 

Il est aisé de confirmer et d’expliquer ce résultat. Imaginons quel’on 
prenne pour P{x, 7) la courbe la plus générale de son degré ayant 
g points multiples d'ordre p en ligne droite; la surface correspondante 
aura g systèmes de sections paraboliques dont chacun correspond à un 
facteur linéaire simple commun à d“fet à d"+'f.Si l'on suppose. main- 
tenant que les coefficients restés arbitraires dans l'équation de la 
courbe varient de telle façon quer des points multiples d'ordre p vien- 
nent se confondre en un seul, les r systèmes de sections paraboliques 
correspondantes deviendront identiques, et le produit des r facteurs 
linéaires communs se changera en la puissance ri" d'un facteur 
linéaire. Cela posé, dans l’équation générale écrite plus haut d’une 
courbe avant g points multiples d’ordrep, supposons que lesr pointsa,, 
a,,..., a, Viennent se confondre à l'origine. Tous les termes contien- 
dront en facteur soit x?, soit y’; ce qui nous donne bien la même con- 
clusion que nous avions trouvee par l’autre methode. 

Nous sommes donc en mesure d’obtenir, dans chaque cas particulier, 
toutes les fonctions rationnelles telles que d”f et d**'f aientg facteurs 
lineaires communs, distincts ou confondus. 


9. Je suppose maintenant que z soit racine d’une équation du second 
degré à coefficients rationnels en zet en y. On en déduira pour z une 
expression de la forme 


P, Q, R, T étant des fonctions entières des variables. Si R est le carré 
d’une fonction entière, on sera ramené au cas précédent; dans le cas 
contraire, on pourra admettre que R ne contient pas de facteurs mul- 
tiples, et que P,Q, T n'ont aucun facteur commun. Pour que le plan 
y = mx +p coupe cette surface suivant une courbe parabolique, il faut 


d’abord que l’équation 
R(z,mxr-+p)=o 


n’ait que des racines d’un ordre pair de multiplicité; autrement dit, 
en tous les points communs à la droite y — ma +p et à la courbe 
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R(x, y) =o, un nombre pair de points de rencontre doivent être con- 
fondus. Comme il doit y avoir une infinilé de droites jouissant de cette 
propriété, et que R(x, y) n’admet pas de facteurs multiples, on ne 
pourra faire que deux hypotheses : 

1° R(x, y) =o représente une courbe du second degré, el y= max-+ p 
une tangente a cette conique; 

2° R(x, y) =v représente 2% droites passant par un même point et 
y= max-+ pune droite passant par le même point. Cette dernière hypo- 
these doit être rejetée, car il ne pourrait y avoir qu’un seul systeme de 
sections paraboliques. | | 

Nous supposerons, par conséquent, que l’équation R(x,y) = ore- 
présente une veritable conique, et non un systeme de deux droites. 
Soit y = mx +p l'équation d’une de ses tangentes et x = a l'abscisse 
du point de contact. La section de la surface (24) se composera de deux 
courbes distinctes qui se projetteront sur le plan des xz, suivant le 
systeme des deux courbes | 


_ P(x,mr+p)+Q(x,mr+pl(r—a) 
EH T(xr,mx+p) ? 


- 
ed 


dont l’une devra se réduire a une courbe parabolique. SiT(z, y) ne se 
réduit pas à une constante, on voit que toutes les racines de l'équation 


Tic, mr+ p)=o 
devront appartenir à l’une des équations 
P(x,mr+p)=Q(r,mr+p)l(r —a)—=o. 


Cela revient à dire que la courbe représentée par l'équation T(æ, y) =o 
devra faire partie de la courbe représentée par l'équation 


P(r,»)+Q(x.r)VR(r,r)=0; 


s’il en était ainsi, le cylindre ayant pour base cette courbe et ses géné- 
ratrices parallèles à oz ferait partie de la surface; mais on peut toujours 
supposer que, dans l'équation mise sous forme entière, on ait supprimé 
tout facteur commun aux coefficients de z? et de z et au terme constant. 


Il faudra donc que Tix, y) se réduise à une constante. Il faudra en- 
suite que toute tangente à la conique R(x, y) — o coupe la courbe 
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Pix,y)=o en n— ı points seulement à distance finie et la courbe 
Q(z, y) =oen n — 2 points, ce qui exige que P et Q soient respective- 
ment de degrés rn — 1 et n — 2. Il est évident que tout polynôme d’ordre 
n — ı est une solution du problème, puisque d*f= o pour une pareille 
fonction, et que, si l’on ajoute ce polynôme à une solution, on obtient 
une nouvelle solution. Nous pouvons donc faire abstraction de P(x, y), 
et la fonction cherchée sera de la forme 


(25) s= Q(z, y)YR(z, r), 


Q(x, y) désignant un polynôme arbitraire de degré rn — 2 et R(x, y) 
un polynôme du second degré qui, égalé à zéro, représente une co- 
nique indécomposable. Les seuls plans qui coupent la surface suivant 
des paraboles d'ordre 2 — ı sont les plans dont les traces sur le plan 
des xy sont tangentes à la conique R(x, y) =o. Par chaque point de 
la surface passent donc seulement deux paraboles. 

I] nous reste à évaluer l’ordre de multiplicité du facteur correspon- 
dant à ces deux modes de génération. J’emploierai pour cela la méthode 
dont s'est servi M. Darboux pour le cas analogue (loc. cit., p. 409). 
Dans le polynôme R{x, y}, remplaçons x par x + hdr, y par y + hay, 


et soit 
R(xr + dx, y+hdy)=A+2BA+ Ch"; 


on a évidemment 


2 
A=R(z,y), B= sa C= cA. 


L’equation B° — AC = o peut être regardée comme l’equation différen- 
telle des tangentes à la conique R(x, y) = 0, et elle admet la conique 
elle-même comme intégrale singulière. Il suit de là que le facteur 
commun à d"f et à d"*'/ ne pourra se composer que d’une puissance 
entière de B° — AC ou de ZA? — 2A d'A. 

Pour prendre le cas général, supposons que Q(x, y) contienne R(x, y) 


a la puissance x — 1, de telle sorte qu’on ait 





= F(z, 7) o(z, y) ’ 


en posant 
2u—1 


G(r, 7) = R(z, y) 3, 
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F(x, y) étant un polynôme de degré n — au. qui n’est plus divisible 
par R(x,y), on aura 


‘pot 2 au 
(A+ 2aBh+Ch?) ? ++ or... + IT po +, 
I 1.2 1.2...2p 
F(x -+hdz,y-+hdy) =F OF a gar 
(r +hdz,y+hay)= (2) + = Feet man) . 


Toutes les différentielles d?*o, d*#*'g, ... contiennent en facteur 
(B? — AC), comme l'a fait voir M. Darboux. Done, si l'on fait le pro- 
duit des deux développements, tous les coefficients a partir de celui 
de A” contiendront en facteur (B? — AC). J'ajoute que le coefficient 
de A” ne contient pas de puissance de B? — AC supérieure à celle-là. 
Observons pour cela que do est égal, à un facteur constant pres, à 

_?Ht! 
(B:—AC)HA à 
ou, si l’on veut, 
mt 
d™o —K(dA'—2Ad*aA)jHA ? 
D’ailleurs 
d(dA’—2AdtA)—=—2A@A—o. 


On en déduit successivement 


2u.+3 


oR" (dA aAd AA * dA, 


2 





di+l¢ == — K 


OL +8 


dert — KORTE) an aaa” = dQ? 
2u+5 


—K?E TT (gat 2Ad'AJA  T ŒA, 


2 





ce qui peut encore s’écrire 
2+5 


ang KGET N SRH (dat aaa de 


2U+5 


+K I (dA?— A d'A)BHA 2 





En général, 
. au +2i+1 
d'u+io — K (Gp POR a) OREN (dA?— a A d?A eA 2 





278 | E, GOURSAT. 


plus une suite de termes qui contiendront des puissances de ZA? — 2A d?A 
d’exposant supérieur à ». Quand on fera le produit des deux dévelop- 
pements qui précèdent, le coefficient de A”(dA? — 2A d?A)" sera de la 
forme 





20 +1 . 
— ——-n , . n—2U n— 2-1 , 
À. st =) +n(% ) AdF-+...+ pa-au Ar 38 d*— OF + H|, 


Pos Pris =: +» Pa-u désignant des coefficients numériques qu’il serait aisé 
de calculer et H une suite de termes qui contiennent tous en facteur 
dA? — 2A d'A. Pour que d*f fut divisible par (dA? — 2A d'A)", il 
faudrait que 


.dA "26 | 
Pot | 7) + eee + Pnau A"? d"-2r} 


fat divisible par dA?— 2 A d° A. De l’équation 


dA? — 3A &A =o 


on tire 
dA 
2 AL 
d'A dA? 
il en résulte que 
Po(d A) BF + p,(dtA)-38-1 dA dF —...+ p(dA)" *d-t4F 


devra aussi être divisible par dA? — 2 A d'A. Imaginons maintenant 
que le point (x, y) se déplace sur la conique A — 0; on aura aussi 
dA =o, mais d’A 0. Comme tous les termes de l'expression précé- 
dente, à partir du second, contiennent dA en facteur, il en résulte que 
l’on devrait avoir aussi F = o ou que F serait divisible par R(x, y), con- 
trairement à l'hypothèse. Donc l’ordre de multiplicité du facteur commun 
à d'fet a d"+'f est égal a l’exposant de R(x, y) dans Q(x, y) augmenté 
d'une unité. | 

Pour que ce facteur commun soit d"f lui-même, il faudra que Q(z, y) 
soit une puissance parfaite de R(æ, y) et, par suite, que 7 soit pair. On 
retombe ainsi sur la seconde solution de M. Darboux. 


10. La méthode précédente suggère un certain nombre de remar- 
ques. En premier lieu, j’ai déjà fait observer rapidement que toutes 
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les combinaisons imaginables dans le nombre des facteurs communs 
à d'fet à d*'f ne donnaient pas lieu à des solutions distinctes. En 
d’autres termes, si d“fet d"*'f ont plus d’un certain nombre de fac- 
teurs communs, il arrivera, sous certaines restrictions, que d”*' fsera 
forcément divisible par d"f. Reprenons l'exemple déjà considéré et sup- 
posons que l’on cherche une fonction de deux variables x et y, telle 
que la dérivée quatrième et la dérivée cinquième aient un facteur 
commun du troisième degré en dx, dy. Si ce facteur commun. n’est pas 
le cube d’un facteur linéaire et si d’/ n’est pas divisible par d'f, la 
fonction inconnue ne pourra être prise que parmi les solutions de la 
première forme. Or, parmi les surfaces de cette espèce, nous avons vu 
qu’il n’en existe pas admettant seulement trois modes de génération 
par des paraboles du troisième degré. Donc, si d'f et d’/ ont un fae- 
teur commun du troisième degré en dx, dy, ce facteur est le cube d’un 
facteur linéaire, où d’f est divisible par d‘/. 

La méthode que j'ai employée pour démontrer que toute surface 
susceptible de plusieurs modes distincts de génération parabolique 
était du premier ou du second degré en 3 n’exige pas au fond que les 
paraboles des deux modes de génération soient du même degré; elle ne 
repose en réalité que sur cette propriété des courbes génératrices d’être 
du premier degré en z. Je laisse de côté les applications qui en sont 
faciles. 


11. Je me propose maintenant d’étendre la question aux fonctions 
d’un nombre quelconque de variables indépendantes 2,, x,, ..., Ly. 
Il est commode, pour faciliter le raisonnement, d'employer certaines 
expressions empruntées au langage de la Géométrie. Ainsi l’ensemble 
des solutions d’une équation entre les u + 1 variables 3, æx,,æ:, ...,%y 
sera regardé comme une surface dans un espace à u + 1 dimensions. 
Une courbe sera l'intersection de deux surfaces; un plan sera une sur- 
face représentée par une équation du premier degré, un cône desommet 
Zo, Ly, ..-, 2, aura une équation homogène en 3 — 3, 2, — Xj, ..., : 
x,— x. On appellera de même paraboloide d'ordre n — 1 toute sur- 
face ayant une équation de la forme 


3=P(2,,2q,...,2y), 
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P désignant une fonction entière des x; de degré n — 1; l’intersection 
de ce paraboloide par un plan parallele à oz sera une parabole d’ordre 
n—ı1. 

Ceci posé, soit s = f(x,, æ,,..., x,) une fonction satisfaisant à la 
question; soient æ,,x,, ..., 23 un système particulier de valeurs 
pour les variables x;, telles que z soit uniforme et continue dans le 
voisinage de ces valeurs. On aura, en posant x; — x; = dx;, 

. 2 n ni 
(20) rn 4 
Si toutes les différentielles a partir de d*/sont divisibles par un facteur 
du premier degré, tel que | 


a dr; + a; dr, +... + audry, 


le plan 


=U 

a] ON 
D alt; —r})=o 
i=l 


coupe la surface (26) et le paraboloide 


n—1 
(27) Pant 4 ly 4 OT 


suivant la même courbe. Donc, par chaque point de la surface passe une 
parabole d’ordre n — ı située tout entiere sur la surface. On verrait 
de même que, si ce facteur commun entre à la puissance p, la sur- 
face (26) et le paraboloide (27) ont un contact d’ordrep — ı en tous 
leurs points communs appartenant à cette courbe; ou, ce qui revient au 
mème, toutes les dérivées partielles de fet de Z sont égales respective- 
ment jusqu’à celles de l’ordre p exclusivement, en chacun de ces points. 

Il est aisé de déduire de là la forme la plus générale de la fonction /, 
lorsque d’fet d"*'font un diviseur commun qui est linéaire par rap- 
port aux dx; ou qui est une puissance parfaite d’un facteur linéaire. 
Dans le premier cas, la fonction /s’obtiendra par l'élimination du para- 
mètre variable u entre les deux équations 


(28) TiQi(u) + TaQa(u)+...+ TuOu(&) + (uv) =0, 


(29) 3 = F(z, Tes ce. Ty), 
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Dir Pas +. Ou, Ÿ désignant des fonctions quelconques deu, et F étantun 
polynôme de degré n — ı par rapport aux x;, dont les coefficients sont 
des fonctions arbitraires dew. Dans le second cas, on aura 


(30) /=[ Cri 9 (u) + da 9 (U) +... + Sp que) + u) IF (21, 2a, ep) du, 
vo 


F, étant une fonction entière des x; de degré n — p dont les coefficients 
sont des fonctions arbitraires de w, et la fonction wu étant toujours dé- 
finie par l’&quation (28). On peut l’etablir par un raisonnement exacte- 
ment pareil a celui du n° 4; il est clair, d’ailleurs, que la premiere 
forme n’est qu’un cas particulier de la seconde. 

On peut vérifier ce résultat comme il suit : désignons par dF,, 
dF,,...,les différentielles totales de F, prises en regardant x comme 
une constante. En appliquant à la fonction fla règle ordinaire de dif- 


férentiation sous le signe [> on en déduit successivement 


df=(p— 1) f (lip TaPat+Tuqu+Ÿ)P (oder pda... + 9p dry) Fy du 
0 


+ f (2191+ LaQa ++ Tuqu + Y)P IdF, du, 
0 


de-' f—(p—1)(p—2)...2.1 f (dr +mday +... + Gydxy)? Fy da 
v 


+ Pdf (2,9 +... +4) (dr -+...)P?dF, du 


(p —1)(p — 2) 


1.2 


+ p—1)(p—2)...3 
xf (rat... +b)? (dar +...+ opdry)P aE du+... 
7 


+f (219, +... + ruqu +e de F, du. 
0 


Apres n differentiations successives, on aura deux sortes de termes : 
1° Des termes finis dont chacun contiendra une des différentielles 
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totales successives de l’expression 


(dr, + padrs +... + Gydry)?, 


ou cetle expression elle-même : 
2° Des termes qui s’exprimeront encore au moyen d'intégrales defi- 


nies, la fonction sous le signe { contenant une des différentielles 


d*-P+'F d?-P+?F,,.... Ces termes sont nuls identiquement, puisque 
F, est un polynôme de degré n —p. 
Posons, pour abréger, 


U = (dr, + 9,42, +...+ Oy du )P; 
on aura 


à 
AU = p(oidr, + p: des +... + qu dry) (oi dr + oder: +... qu dry) du. 
Mais de l'équation (28) on déduit 
das + De des +... + ou dry = — (mp + rio +... + ru qu +4") du; 


ceci nous montre que aU sera divisible par U. Par suite, il en sera de 
même de d*/ et de toutes les différentielles de f à partir de celle-là. 


12. Il nous reste à traiter le cas où d”fet d"*'fadmettent un diviseur 
commun non linéaire par rapport aux dx,, sans que ce facteur soit une 
puissance exacte d’un facteur linéaire; soit H ce diviseur commun. Si 
l'on attribue à toutes les variables x,, sauf à deux d’entre elles, x, 
et xx, des valeurs constantes quelconques, tous les dx; seront nuls, 
sauf dx, et da,, et H se réduira à une fonction homogene de dx, et dx, 
que je désignerai par H,,. D’un autre côté, f deviendra une fonction 
Sax des deux variables x, et x,, telle que d*/,, et d"*'/,, aient le diviseur 
commun H,,. Comme H n’est pas par hypothèse une puissance parfaite 
d’une expression linéaire par rapport aux dx;, il en sera de même en 
général de H,, par rapport à dx, et dx, et la fonction /;, devra, d’après 
ce que nous avons vu plus haut (n® 5 et 6), se réduire à une fonction 
rationnelle de a, et de x; ou vérifier une équation du second degré 
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dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de ces deux va- 
riables. 

Le raisonnement serait en défaut si H,, était une puissance exacte 
d'un facteur linéaire; mais il est aisé de faire disparaître cette difficulté. 
Pour fixer les idées, supposons qu'on ait seulement trois variables x,, 
Los Ls, et soit 


H = Ada} + A'dr! + A’dx? + aBar,dr,+ 2 B'dx,dr, + 2B’dr, dı,; 


on aura 
H,, — Adz} + A'dz? + 2B'dr,dr,. 


Si B’? — AA’= 0, H,, sera un carré parfait. Géométriquement, si l’on 
regarde dx,, dx,, dx, comme les coordonnées d’un point, l'équation 
H = o représentera un cône ayant son sommet à l’origine et la condi- 
tion B’? — AA’ = o exprime que ce cône est tangent à l’un des plans de 
coordonnées. Mais, si le cône H = o ne se réduit pas à un plan double, 
c’est-à-dire si H n’est pas un carré parfait, on peut toujours, par une 
substitution linéaire 
(Ta Hr +B Ji +yY Hs 
(31) Te = a’ + B' 9 + "RE 
By ay, + Bl vg + y'a 


prendre pour plans de coordonnées trois plans non tangents à ce cône, 
de sorte qu’aucune des expressions H,,, H,,, H,, ne soit un carré par- 
fait. On leve de méme la difficulté dans le cas général. Nous avons 
donc, en premier lieu, à résoudre le probleme suivant : 


Trouver la forme la plus generale d'une fonction de u. variables inde-. 
pendantes, telle que, st l’on attribue .des valeurs constantes quelconques 
à  — 2 de ces variables, elle devienne une fonction rationnelle des deux 
variables restantes ou ne renferme d'autre irrationnalité qu'un radical 
carré portant sur une fonction entière de ces deux variables. 


Nous voyons, de plus, que, si l'on effectue sur les variables x, une 
substitution linéaire de la forme 


A=p 
= anys (= 1,2,....p), 
k= 
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la même propriété devra subsister par rapport aux variables y;. On 
aperçoit immédiatement deux catégories de fonctions répondant à la 
question : ce sont les fonctions rationnelles de toutes les variables x; 
et celles qui ne contiennent d’autre irrationnalité qu’un radical carré 
portant sur une fonction entière de ces variables. J’ajoute qu’il n’y en 
a pas d’autres en dehors de ces deux catégories. Pour plus de netteté, 
supposons qu’il n’y ait que trois variables x,, æ,, æ,; le raisonnement 
est, du reste, tout à fait général. Admettons d’abord que, quand on 
attribue à une des variables une valeur constante quelconque, la fonc- 
tion fdevient une fonction rationnelle des deux autres. Alors la fonction 
inconnue f sera de la forme 


f— Period) 
. Or, Ta) 
P et Q étant les fonctions entières de x, et de x, dont les coefficients 
sont des fonctions de z,. Mais, d’autre part, quand on suppose 2, con- 
stant, / devient une fonction rationnelle de x,; il faut donc que ces 
coefficients soient eux-mêmes des fonctions rationnelles de x, et, par 
suite, f sera le quotient de deux fonctions entières par rapport aux 
trois variables. | 

Si la fonction f contient un radical carré quand on fera x, = const., 
elle sera de la forme 


P+QuR 


P, Q, R et T étant des fonctions entières de x, et de x, dont les cvefli- 
cients sont fonctions de x,. Supposons que R contienne r,; quand on 
fera en second lieu x, = const., fne pourra dépendre encore que d'un 
radical carré, ce qui exige que ces coefficients dépendent rationnelle- 
ment de x,. Une fois la proposition établie pour le cas de trois variables, 
on peut remonter de proche en proche au cas d’un nombre quelconque 
de variables. 


13. Supposons d’abord que /soit de la forme f= PUR, P,Q, 


R et T étant des fonctions entieres de toutes les variables, telles que R 
n'est pas carré parfait et ne contient aucun facteur carré parfait, et que 
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P, Q, T n'ont aucun facteur commun. D'après une remarque faite plus 
haut, on peut supposer, en outre, que R contient toutes les variables 


et ne se réduit dans aucun cas à un carré parfait, quand on suppose 
que l’on attribue des valeurs constantes 4 toutes les variables, sauf 
deux. 

Cela posé, si l’on donne & tous les x; des valeurs constantes quel- 
conques, sauf aux deux variables x, et x,, T devra se réduire à une 
constante (n° 9). Tl en résulte que T se réduit à une constante par rap- 
port à toutes les variables; on verrait de même que P, Q, R sont des 
polynömes de degrés n — 2. n, 2 respectivement. Abstraction faite du 


polynöme P, on voit que la fonction sera de la forme 


JS= Mr, Lay ee ey Mp) VR (Ti La, ce Tu); 


Q étant un polynôme arbitraire de degré n — 2 et R un polynôme du 
second degré. Pour trouver le facteur commun à d’'fet à d'*'f,onna 
qu’à reprendre exactement le raisonnement du n° 9. Soit 


R(r;+ hdxj = À +2Bh + Ch’, 


si Q(x,) est divisible par [R(x;)]*"' sans l’être par | R(2; |, le facteur 
commun à d'fet à d"*'f sera 


(B?— AC}. 


14. Si f est une fonction rationnelle des variables x;, on pourra 
écrire 


P et Q étant des polynômes entiers par rapport à ces variables sans 
aucun facteur commun. D’après ce que nous avons vu plus haut, quand 
on attribue des valeurs constantes quelconques à toutes les variables, 
sauf deux, Q deviendra une puissance parfaite d’une fonction linéaire 
de ces deux variables. A plus forte raison, si l’on attribue à toutes les 
variables, sauf une, des valeurs constantes quelconques, Q deviendra 
une puissance parfaite d’une fonction linéaire de cette variable. La 
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méme propriété subsistant quand on effectue la substitution linéaire 
la plus générale de la forme précédente, on en conclut que Q est une 
puissance parfaite d’une fonction linéaire de toutes les variables 


Q = (ar, + Qty t+... + AuZuta)P. 


On verrait de même que P sera de degré n+ p — 1. Par une substitu- 
tion linéaire, on pourra mettre f sous la forme 


(Ga) [= a 


imaginons qu’on ait ordonné P suivant les puissances croissantes der, 
P=P,+x,P,+ r!P.+...+ 27 P,+...+ 27 ip, pai. 


Voyons comment on devra prendre le polynôme P pour que d”fet d"*' f 
aient un diviseur commun d’ordre g par rapport aux différentielles. 
Attribuons aux variables 2,, &,,...., x, des valeurs constantes; l’équa- 
tion P= 0 représente alors une courbe plane qui, d'après ce que nous 
avons vu, devra avoir g points multiples d'ordre p sur l’axe Ox,. Il en 
résulte que P,, P,,..., P,_, devront être divisibles respectivement 
par R?, R?-', ..., R, R désignant une fonction entière de x, de degré g. 
On reconnait bien aisément que R sera une fonction entière de degré g 
de toutes les variables æ;, &,, ..., æ,, de sorte que finalement la forme 
générale de P est la suivante : 


(33) P=9,R?+o,2,Re+1+.. + LE Dp RA COU ( Ti, Le, oy d'u), 


) désignant une fonction entière de degré n — 1. 
Inversement, considérons une fonction de la forme 


R\? R\P-! R 
=“ +9(z ++ el) +90 


où les 9 sont des fonctions entières, R une fonction entière de degré g 
et u une fonction linéaire. Je dis que toutes les différentielles à partir 
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de d”/ sont divisibles par un même diviseur, de degré q par rapport aux 
différentielles. [ Par hypothèse, 9; est de degré n+ p—1—q(p—t)—r]. 


R m: . . 
Posons = = —-; toutes les différentielles d7+'+, d%*?x, ... seront di- 


visibles par d7x. Il en résulte que, si d’r = o, le développement de f, 
quand on remplacera x, par x;+ hdx,, se réduira à un polynôme de 
degré n — 1 en A; donc toutes les différentielles à partir de d°f seront 
nulles quand on aura #r= 0. Comme d?= est en général indécompo- 
sable, toutes ces différentielles seront divisibles par d’x. On peut aussi 
le voir en calculant les coefficients de A dans le développement. 

En définitive, les fonctions qui répondent au problème appartiennent 
à trois catégories. 


1. Les fonctions de la forme 
raf [rioi(u) + ripa(u) +... + By gy(e) + blu) TE (2, 2... ep)du, 
0 


avec la condition 
Ly Qu) + 2a Pplu) +... + Ly qu(u) + d(u) =09, 


F, désignant une fonction entière des x; de degré n — p dont les coefti- 
cients dépendent de u. 


If. Les fonctions de la forme 
f= Or, Las. -» Lp) VR(21, Las. Tu) 


Q étant un polynôme de degré n— 2 et R une fonction entière du 
second degré. 


Ill. Les fonctions rationnelles de la forme suivante 


__{R\P_ [R\r- L 
fans +a(s +... + 9-1 u + Pp, 


où 9, est une fonction entière de degré n + p—1—q(p—t)—1, oR 
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est une fonction entière de degré g et u une fonction linéaire. Il est 
bien entendu qu’à chaque solution on peut ajouter un polynôme arbi- 
traire de degré n — 1. 

On a vu plus haut comment le diviseur commun à d"f et à d"*'f 
pouvait être obtenu dans chaque cas particulier. 





DECOMPOSITION 
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POLYNOMES ENTIERS A PLUSIEURS VARIABLES 


EN ELEMENTS LINEAIRES, 


Par M. CH. MERAY, 


PROFESSEUR À LA FACULTÉ DES SCIENCES DE DIJON. 


1. L'intervention des valeurs particulières de x, qui annulent un 
polynôme entier par rapport à cette variable, permet de le décomposer 
complètement en facteurs du premier degré qu’annulent séparément 
les diverses valeurs dont il s’agit. Cette proposition est connue de 
temps pour ainsi dire immémorial, c'est même sur elle que roule toute 
l’analyse des équations entières; mais on ignore absolument ce qui 
peut exister de semblable pour les polynômes à plus d’une variable 
indépendante. Je me propose de combler cette lacune en exécutant sur 
ces polynômes une décomposition tout à fait analogue. Elle fournira 
peut-être de nouvelles ressources à leur théorie, ainsi qu'à celle des 
lignes et des surfaces algébriques. | 


2. Un polynôme entier f(x, Yo, ...) de degré m aux p variables 
indépendantes x,, Yo, ... est exactement déterminé à un facteur con- 
(m+i)(m+a)...(m<+p) 

1.2...p 
tèmes de valeurs particulières de variables, savoir 


stant pres, quand on connait M = — 1 sys- 


Li Ji» .... 
Xe, J's ... 
9 ee) ne 
Lys IM sees 
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qui le réduisent à zero. Effectivement, les M équations de condition 


(aw Yu...) =O 


sont linéaires et homogènes par rapport aux M +1 coefficients de. 
S (0. Yo, ...) et, en les supposant, bien entendu, distinctes les unes des 
autres, leur résolution fournit les valeurs de ces coefficients, ou plutôt 
des quantités qui leur sont proportionnelles, qui, substituées dans /, 
donnent immédiatement 


IX Yo ee .) za Oy” 


si, pour abréger, on pose 


ym m—1 4, m 
Re (a Pepe 7 
nn mm-i m 
gum) — T; Ty Ja + Yı . 
po ’ 
‚m m—1,, ‚Mm 
ay L J y J N 


se est un déterminant d’ordre M +1 dont la ligne d'indice & a pour 
éléments les divers monömes entiers en z,,, y;, ..., dont les degrés sont 
égaux ou inférieurs à m. | | 

Pour donner aux calculs plus de régularité et d'élégance, j’intro- 
duirai une variable supplémentaire 4, et, au lieu de f(a, yo, ...), je 


homogene et de degré m, en 2, Yo- ..., fu. On aura de cette manière 


F (20, Yor «+r lo) = AAW”, 


où A est toujours une constante indéterminée et où A” représente le 
déterminant d'ordre M + 1, dont la ligne d’indice ¢ est formée par les 
monömes entiers de degrés m en 2, Yj, ..., di. 


Pour revenir de A,” à 5”, il suffira d’y poser ¢, = ¢, = ...=4,= 1. 
Il est bon de noter la signification des équations 


bY 


(m __ Alm) __ 
6, =0, A9 =o. 


La premiere exprime que les M + 1 systemes particuliers de valeurs 


DECOMPOSITION DES POLYNOMES ENTIERS A PLUSIEURS VARIABLES, ETC. 291 


que representent les lettres x, y, ..., affectées successivement des 
indices 0, 1, 2,..., M, satisfont indistinctement a une méme équation 
entière de degré men x, y, .... La seconde exprime la même chose en 
formules homogenes. | 


3. Je me bornerai à l'examen complet du cas le plus simple de la 
question après celui de p = 1, sur lequel il n’y a plus rien à dire. Je 
supposerai donc p = 2, m = 2, d'où M = 5, ce qui montrera suffisam- 
ment comment les choses se passent dans tout autre cas, sans que nous 
entrions dans les complications d'une démonstration tout à fait géné- 
rale. | 

Le déterminant A’ est alors du sixième ordre, et je le disposerai 
ainsi 

TG Jo 35 Joïo Foto Too 
(1) At — RE JT St Ji Hdi Zi 


2 2 -: + m æ + n 
Li Vs 5 Jess 8% Tı)s 


Cela posé, en écrivant généralement, pour abréger, 


Th Vh Sh 
Xv; Vi Si = | hi |, 


Yi = | 


la décomposition du polynôme A,’ que nous avons en vue est fournie 
par le théoreme suivant : 


Si, à l'expression 
(2) Jor 2[/054[513]]432| 


on ajoute celles non identiques a elle ni entre elles-mémes prises deux a 
deux (les dix-huit quantités &,, Yo, %, Ty. «++, 3, élant considérées 
comme autant de variables indépendantes) qui s’en deduisent par toutes 
les permutations possibles des six indices 0, 1, 2, ..., 5, chacune de ces 
nouvelles expressions ayant été préalablement pourvue du signe + ou du 
signe —, selon que la permutation correspondante équivaut à un groupe 
de transpositions de deux indices en nombre pair ou impair, on reproduit 
précisément 4 A. 
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I. Chaque facteur de l’expression (2) est un déterminant qui change 
simplement de signe quand on transpose deux indices dans le terne qui 
constitue sa notation, et l’expression elle-même n'éprouve d’autre mo- 
dification qu’une multiplication par — 1. On peut donc, sans l’alterer, 
permuter arbitrairement les indices, mais à l’intérieur de tels ou tels des 
quatre ternes de sa notation, pourvu que le nombre total des transpo- 
sitions de deux indices ainsi effectuées soit un nombre pair. Il en résulte 
ainsi, pour l'expression considérée, un tres grand nombre de notations 
qui sont équivalentes en réalilé, bien que distinctes en apparence, et 
dont il importe de retenir la possibilité. . 

II. Chacun des indices d’un méme terne de la notation (2) se re- 
trouve encore dans un seul des trois autres ternes, accompagné de deux 
autres indices; le sixième indice, qui ne figure ainsi ni dans le terne 
considéré, ni dans cet autre, est ce que j appellerai l'opposé de cet in- 
dice. | 

Relativement à l'expression (2), nos six indices ne s'opposent ainsi 
deux à deux que d’une seule manière : o à 3, 1 à 4et2 à 5. J’appellerai 
caractéristique de cette expression la notation 


(3) [03][14][25] 


indiquant entre ses indices cette relation combinatoire spéciale. Il faut 
naturellement y faire abstraction de l’ordre dans lequel deux indices 
opposés sont écrits dans chaque ambe et aussi de celui dans lequel ces 
trois ambes se succèdent. 

Deux indices opposés ne figurent jamais simultanément dans un 
mème terne de l'expression (2); mais deux indices non opposés quel- 
conques se rencontrent toujours à la fois dans quelqu'un de ces quatre 
lernes. 

Ill. La transposition de deux indices opposés change l’expres- 
sion (2); mais, en tenant compte de l’observation (1), on apergoit im- 
médiatement qu'une seconde transposition de deux indices opposés 
dans la nouvelle expression ainsi obtenue régénère l’expression primi- 
tive (2). Il en résulte que des transpositions quelconques de deux in- 
dices opposés laissent l’expression (2) invariable ou bien la modifient, 
mais alors toujours de la méme maniere, selon qu’elles sont en nombre 
pair ou impair. 
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IV. Des transpositions d’indices opposés laissent la caracteristique 
invariable; d’autre part, deux expressions analogues à (2)sont évidem- 
ment distinctes quand leurs caractéristiques sont différentes. De cette 
observation combinée avec la précédente (III), on conclut que toutes 
les permutations possibles des indices donnent à l’expression (2) des 
valeurs distinctes dont le nombre total est le double de celui des 
caractéristiques différentes, que l’on peut construire avec nos six 
indices. 

Qn peut déduire chaque caractéristique de quelque permutation des 
nombres o, 1, ..., 5 dans laquelle on associe le premier au second, le 
troisième au quatrième et le cinquième au sixième; mais, comme une 
caractéristique donnée reste équivalente a elle-méine, quand on y 
permute soit les trois -ambes de deux indices opposés, soit les deux 
indices opposés dans chaque ambe, ce qui donne (1.2.3) x 2° = 48 ma- 
nières de l’ecrire; les 1.2...6 permutations des six indices fourniront 
quarante-huit fois la méme caracteristique. Le nombre total des carac- 
téristiques distinctes est donc © — 15 et celui des valeurs différentes 
de l’expression (2) 15.2 = 30. 

Il convient d’associer par la pensée les deux valeurs de l’expres- 
sion (2) qui ont une même caractéristique : nous les dirons opposées. 

A une caractéristique correspondent huit ternes d’indices propres 
individuellement à figurer dans quelque valeur de l'expression (2); mais, 
parmi les combinaisons de ces ternes associés par quatre, deux seule- 
ment peuvent fournir la notation de l’une d’elles. On passe d’une com- 
binaison à l’autre en remplaçant chaque indice par son opposé. Comme 
cette substitution contient trois transpositions de deux indices, les deux 
valeurs correspondantes de l'expression (2) qui sont évidemment oppo- 
sées sont toujours précédées de signes contraires dans la sommation à 
faire d'après notre énoncé. 

V. Nous avons à déterminer celles des substitutions de nos six indices 
qui laissent l'expression (2) invariable. 

Le nombre total des substitutions possibles étant 1.2...6 = 720, 
et l'expression (2) n’ayant que 30 valeurs distinctes (IV), le nombre 


. . . . 72 . ’ N 
des substitutions dont il s’agit est a = 24, et il n’y a pas à les cher- 


cher ailleurs que parmi celles qui n’allerent pas la caractéristique. 
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On trouve ainsi, en décomposant ces substitutions en cycles : 
A. Une substitution identique 


(0) (1) (2) (3) (4) (3). 
B. Trois substitutions 
(14) (25), (25) (03), (03) (14) 


composées chacune de deux transpositions distinctes d'indices op- 
posés (IIT). 

C. Six substitutions se résolvant chacune en deux transpositions 
déplaçant, l'une, deux indices non opposés, l’autre, leurs opposés; 


telles sont : 
(12)(45), (15)(42), (02)(35), .... 


D. Huit substitutions composées chacune d'une permutation circu- 
laire de trois indices, dont deux quelconques ne sont pas opposés, et 
de la permutation circulaire semblable des trois indices qui leur sont 
respectivement opposés; telles sont : 


(012)(345), (o21)(352), .... 


E. Six substitutions dont chacune contient une transposition de 
deux indices opposés et une permutation circulaire des quatre autres, 
laissant intacts les ambes qu’ils forment dans la caractéristique; par 
exemple, | | 
(03)(1245), (03)(1532), .... 


On trouve bien ainsi les 1 + 3 + 6+ 8 +6= 24 substitutions dont 
nous avons parlé. On notera que chacune d'elles équivaut à un groupe 
de transpositions dont le nombre est essentiellement pair. 

VI. Chaque terme de l’un quelconque des quatre déterminants du 
troisième ordre servant de facteurs à l'expression (2) est le produit de 
trois quantités qui se notent par les lettres x, y, s, affectées resp ecti- 
vement de trois indices différents. Comme un même indice quelconque 
se retrouve précisément deux fois dans la notation de cette expres- 
sion, chaque terme de son développement qui est le produit de quatre 
- termes empruntés respectivement au développement des quatre d éter- 
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minants est évidemment le produit de six éléments du déterminant(1) 
appartenant aux six lignes de son tableau. 

De ces termes, les uns contiennent comme facteurs deux éléments 
du déterminant (1) ou plus, appartenant à une même colonne de son 
tableau. Il est évident qu'ils se détruisent les uns les autres dans la som- 
mation des valeurs distinctes de l’expression (2) que nous affectons de 
signes alternés. Effectivement, chacun d’eux reste invariable quand on 
y transpose les indices de deux de ses facteurs appartenant ainsi à une 
mème colonne du déterminant (1). Il y en a done un semblable dans 
le développement de celle des valeurs de l'expression (2) qui en nait 
par la transposition, dans sa notalion, des deux indices considérés. Et 
la destruction de ces deux termes résulte de ce que la règle formulée 
dans notre énoncé impose le signe — à cette seconde valeur de l’ex- 
pression (2). 

Il résulte de cette observation que, dans la sommation des dévelop- 
pements des valeurs distinctes de l’expression (2), qu'il faut pourvoir 
de signes alternés, il ya seulement à considérer les termes ayant pour 
facteurs six éléments du déterminant (1) tombant respectivement dans 
ses six colonnes, c’est-à-dire ceux qui sont semblables aux termes 
mémes de ce déterminant. Pour faciliter le langage, je les nommerai 
les termes utiles du développement de l’expression (2) et de ses autres 
valeurs. | | 

VIT. On obtient au signe pres un terme du développement de l’ex- 
pression (2) en écrivant successivement et dans le méme ordre les 
douze indices de sa notation, puis, au-dessus des quatre ternes qu’ils 
forment, quatre permutations quelconques (dislinctes ou non) des trois 
lettres x, y, z, affectant ensuite chaque lettre de l’indice qu’elle sur- 
monte, puis finalement en formant le produit des douze quantités dont 
les notations ont été ainsi construites simultanément. J’appellerai le 
signe ainsi constitué le schéma de terme considéré. 

Inversement, il est clair que tout terme de ce développement peut 
être obtenu à l’aide d'un pareil procédé. Quant au signe à lui donner, 
il suffira, pour le découvrir, de compter le nombre total de transposi- 
tions de deux lettres qu'il faut exécuter à l’intérieur de chacun des 
quatre ternes de son schéma (les indices restant, bien entendu, immo- 
biles) pour ramener ces douze lettres à se présenter successivement 


. 296 CH. MERAY. 


dans l'ordre xyz cyzxyzxyz; le signe en question sera + si ce 
nombre de transpositions est pair, — s’il est impair. 

Un terme utile du développement de l’expression (2) est le produit 
des six facteurs quadratiques dont on obtient les notations en affectant 
convenablement des six indices 0, 1,..., 5 les monömes 2”, y?, z?, 
vs, 22, cy. Il est évident que ce développement ne peut contenir 
d’autres termes utiles que ceux dont les facteurs carrés sont affectés 
d’indices figurant tous trois simultanément dans quelqu’un des quatre 
ternes de la notation (2). 

Parmi ces termes utiles, nous appellerons reguliers ceux où les mo- 
nömes x? et vz sont affectés d’indices opposés, ainsi que y? et zx, 3 
et xy. Tous ces termes existent, et une fois seulement chacun, dans le 
développement de l’expression (2); car, l’und’eux étant donné, il faut, 
de toute nécessité, pour construire son schéma, écrire x,y, 3 dans un 
ordre convenable au-dessus du terne des indices des facteurs carrés, 
les répéter ensuite dans les trois autres ternes au-dessus des mêmes 
indices, puis enfin, dans chacun de ces trois ternes, permuter au- 
dessus de ses deux indices encore dépourvus de lettres celles qui sur- 
montent leurs opposés dans le premier terne. 

C'est ainsi que l’on obtient le schéma 




















(4) 77° ys T Y 2 rys 
lo 1 2 541151311432 

du terme régulier 

(9) BEY, 33 (9353) (2,24) (55s), 


dans les facteurs carrés duquel les lettres x, y, z sont affectées des 
indices du terne |o ı 2}, et aussi 


zxry||rzy 
5 411513 


schéma du terme régulier où, dans les facteurs carrés, les mémes 
lettres portent les indices 5, 4, o 

I} est évident qu’en exécutant sur les indices du schéma d’un terme 
‘régulier (les lettres restant immobiles) l’une des substitutions qui 


+ 


O I 
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laissent l’expression (2) invariable (V), on obtient encore celui d’un 
terme régulier, et, d’autre part, qu’une substitution de cette espèce, 
convenablement choisie, permettra toujours de transformer l’un dans 
l'autre les schémas de deux termes réguliers pris à volonté dans le 
développement de l’expression (2). 

On en conclut que le nombre des termes réguliers de ce développe- 
ment est précisément égal à celui des substitutions dont il s’agit, c’est- 
à-dire à vingt-quatre. Il serait facile de s’en assurer directement. 

VIII. Le développement de l'expression (2) contient encore, avec 
chacun de ses termes réguliers, trois termes utiles irréguliers que 
nous appellerons ses compagnons; ce sont ceux dont la notation se dé- 
duit de celle du terme régulier en question par une transposition de 
deux indices, affectant des facteurs quadratiques non carrés parfaits. 

Par exemple, 

LOY, 53 (J's 53) (5s 25) (Les), 
(6) LO Y1 33 (Ys 35) (55 2s) (3s), 


TE YG Fy (Hs 5) (53 Ls) (ds 55) 


sont les compagnons du terme régulier (5). 

Il est facile de déduire du schéma d’un terme régulier donné celui 
de tel ou tel de ses compagnons. Il suffit effectivement de chercher, 
dans ce compagnon, le facteur quadratique non carré dont l'indice est 
le même que dans le terme régulier, de prendre le facteur carré qui 
porte l'indice opposé, puis, dans celui des ternes du schéma du même 
terme régulier qui contient simultanément les indices opposés à ceux 
des deux autres facteurs carrés, de transposer les lettres surmontant 
ces indices. 

L'application de cette règle au schéma(4) du terme régulier (5) 
fournit bien celui du premier de ses compagnons (6), qui est 


x Y S 
O0 1 2 











Ty 
4 32 





5% LY 3 
05 4|15 











Il est évident que le développement de l’expression (2) ne contient 
d’autres termes utiles que les 24 réguliers ci-dessus considérés (VII), 


et leurs 24.3 = 72 compagnons irréguliers, soit, au total, 96 termes 
utiles. 
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IX. Dans le développement de l'expression (2), les termes utiles 
sont précédés des mêmes signes que dans celui du déterminant (r). 

Considérons en premier lieu les termes réguliers. Il est clair que 
deux quelconques sont précédés d’un même signe dans le développe- 
ment de l'expression (2), puisqu'on passe du schéma de l’un au schéma 
de l’autre par une substitution d'indices qui ne change pas cette ex- 
pression (VIT). Ils sont aussi précédés d’un même signe dans le déve- 
loppement du déterminant (1), parce qu’une substitution de cette espèce 
équivaut essentiellement à un nombre pair de transpositions (V). Mais 
ces deux signes sont identiques : effectivement, le terme régulier (5), 
auquel son schéma (4) assigne le signe + dans le développement de 
l'expression (2) (VII) a aussi le signe + dans le développement du de- 
terminant (1), parce qu'il en est le terme principal. 

Considérons, en second lieu, les termes irréguliers. Chacun d’eux 
a le signe — dans le développement de l'expression (2), parce que le 
terme régulier dont il est le compagnon y a le signe + et que le 
schéma du terme irrégulier se déduit de celui du terme régulier par 
une (nombre impair) transposition de deux lettres au-dessus d’un 
seul terne (VIII) (VII). Or, il a le même signe -- dans le développe- 
ment du déterminant (1), parce que sa notation se déduit aussi par 
une (nombre impair) transposition d'indices, de celle du même terme 
régulier que nous savons y être précédée du signe +. 

X. Dans le développement de toute autre valeur de l'expression (2), 
les termes utiles sont aussi précédés des signes qu'ils ont dans celui du 
déterminant (1). En effet, la substitution d'indices qui change l’expres- 
sion (2) en celle dont il s’agit laisse évidemment utiles les termes qui 
l'etaient avant elle; en outre, la règle posée dans notre énoncé pour la 
sommation des diverses valeurs de cette expression conserve à ces 
termes leurs anciens signes, ou bien les change, selon que cette substi- 
tution équivaut à un nombre pair ou impair de transpositions. Comme 
les choses se passent de mème dans le développement de (1) à cause de 
la loi fondamentale de formation des déterminants, il est clair que la 
correspondance de signes des termes utiles que nous avons constatée 
ci-dessus (IX) est nécessairement conservée par la substitution consi- 
deree. 

XI. Ainsi, dans la sommation prescrite par notre énoncé, les termes 
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qui ne se détruisent pas sont individuellement identiques & ceux du 
déterminant (1), et il est évident que chacun d’eux s’y répète le même 
nombre de fois. 

La somme en question comprenant 30 expressions analogues à 
(2) (IV) dont chacune possède 96 termes utiles, en contient par suite 
96 x 30 = 2880. Le déterminant (1) en contient, lui, 1.2...6 = 720. 
2880 


720 





Le nombre de ces répétitions est donc — 4, ce qui achève la dé- 


monstration de notre théorème. 

On peut, au surplus, retrouver ce nombre 4 d’une autre manière, en 
cherchant combien de valeurs de l’expression (2) contiennent dans 
leurs développements, soit comme régulier, soit comme irrégulier, un 
terme donné du déterminant (1). 


, 4. L’induction permet d'étendre le théorème à toutes les valeurs 
des entiers p, m. Par exemple, pour p= 2, m= 3, la décomposition 
de AY’ s’obtient, sauf un facteur numérique, en sommant les valeurs 
distinctes de l'expression 


(5) Jjo12].]o53].|5 ı 3].!43 2].|067].'168].|269].|37 8].|47 9]:|5 89! 


précédées chacune du signe + oudusigne — ‚selon la parité ou l’impa- 
rité du nombre des transpositions dont l’ensemble équivaut à la substi- 
tution d’indices dont elle dérive. 

En posant encore 
Tn Vn sh En 
Fi JE So 4 —|lhijk|, 
N Ss 
Leo Vk Sk lk 


la décomposition de A, résulte, à quelque facteur numérique pres, 
de la sommation faite en suivant la même règle pour l'attribution des 
signes, des valeurs distinctes de 


|o123|.Jo4 56].[14981.[2955].13856|. 


Les éléments ultimes d’une pareille décomposition sont des deter- 
minants d'ordre p + 1, parmi lesquels ceux dont la notation contient 
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l'indice o sont seuls variables. Il est clair que chacun de ces derniers 
est une simple fonction linéaire des variables, qui s’annule pour quel- 
ques-uns des systemes de valeurs annulant la fonction considérée que 
l’on a fait servir a l'opération. 


5. Cette décomposition de la forme quelconque F(x,, yo, ..., to) 
en éléments linéaires est l'équivalent, avons-nous dit, de celle d’une 
forme binaire en facteurs (que l’on réaliserait, d’ailleurs, à l’aide du 
même mécanisme). Pour les formes binaires, ces facteurs sont des 
déterminants du second ordre; pour les autres, les éléments linéaires 
sont des déterminants d'ordre commun égal au nombre des variables. 
Ce fait est conforme aux analogies que fournit la Géométrie : les élé- 
ments des espaces rectilinéaire, plan, solide sont les segments recti- 
lignes, les triangles, les tétraedres, qui, en coordonnées rectilignes, 
correspondent à des déterminants d'ordres à, 3, 4. 

La seule différence entre les formes binaires et les autres, au point 
de vue de leur décomposition en éléments linéaires, est qu’elle est 
possible d’une infinité de manières pour celles-ci, tandis qu’elle ne l’est 
que d’une seule pour les premières. En outre, les éléments se multi- 
plient mutuellement pour les premières, alors que pour les autres ils se 
combinent par voie et de multiplication et d’addition. Mais, à certains 
égards, une pareille combinaison peut être considérée comme l’exten- 
sion de la multiplication à des assemblages de quantités. 

L’analogie ne s’arrete pas la. Appelons, pour un instant, un déter- 
(m+-ı)(m-+2)...(m-+p) __ 
METER sy 


1.2...p 
temes de valeurs des variables figurant dans ses diverses lignes, pour 


appeler la propriété de l'équation obtenue en l’egalant à zéro, que ces 
systèmes annulent tous une même forme de degré m à p variables; les 
éléments linéaires dans lesquels nous avons décomposé la forme sont 
précisément les solidarisants de ces systèmes associés p+ràap+r. 
Mais, dans le résultat de la décomposition, on peut aussi mettre en 
évidence les solidarisants de ces systèmes associés en groupes de 
(e+ (pH 2)... (BEP) 


1.2...p 
Par exemple, si l'on somme seulement les valeurs de l’expression (7), 


dont la formation ne comporte que des permutations dans le groupe 


minant tel que A,” le solidarisant des 


> & élant un entier quelconque inférieur a p. 
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(o1 2345) avec d’autres intéressant l’autre groupe (67 89), on en 
obtient une partie qui est exactement divisible par le solidarisant des 


(2-+1)(2+2)(2+3) 
1.2.3 


Ces autres décompositions de A>” correspondent tout à fait à l’ope- 
ration consistant à concevoir un produit ordinaire de plusieurs facteurs 
comme résultant de la multiplication du produit effectué de quelques- 
uns d’entre eux par le produit des autres. 


— 6 premiers systèmes. 


6. Nous avons résolu en éléments linéaires la forme F de degré ma 
(m +1)(m+2)...(m +p) 


1.2...p 
temes distincts de valeurs de variables qui l’annulent. Mais on peut en 


faire intervenir un nombre moindre, s’il arrive que quelques-uns sont 
multiples, c'est-à-dire annulent simultanément toutes les dérivées par- 
tielles de la forme jusqu’a un certain ordre. 
Supposons, par exemple, que lc systeme d’indice # annule les 
A+1)(A+2)...(K+ 
K — ( )( ) (AFP) ge, 


1.2...p 
suite aussi celles d’ordres moindres ). On pourra remplacer par ce sys- 
teme unique de multiplicite K, K systemes simples dont les indices 
seront, par exemple, «,ß, .. .,A. Alors il faudra, dans Ay, substituer 
aux lignes d’indices a, ..., A ce que devient la ligne 7”, 2”""',y,..., 2”, 
quand on différentie simultanément tous ses éléments de K manieres 
dont il s’agit, et qu’ensuite on y fait z=x, y=y;, ..., b= tj. 
Cela revient a différentier des K manieres en question les K lignes 
d'indices æ, ß, ..., À respectivement, et à y poser ensuile 


p + 1 variables au moyen de — 1 des sys- 


ivées partielles d'ordre A de F (et par 


Cette dernière opération, exécutée sur le résultat de la décomposition 
en éléments linéaires de AY” contenant encore les lignes distinctes d’in- 
dices «,£, ...,A, donnera pour F une décomposition dans laquelle un cer- 
tain nombre d'éléments linéaires seront égaux entre eux et où, parsuite, 
ils figureront à des degrés supérieurs au premier. C’est exactement ce 
qui se passe pour les formes binaires qui ont des facteurs multiples. 


7. Je termine en donnant le développement de 4 A; en ses 30 ar- 
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ticles. Pour plus de clarté, j’ai disposé sur quinze lignes différentes les 
quinze paires d’articles opposés (3, IV) en inscrivant en regard la 
caractéristique de chaque paire: et, pour faciliter impression, j’ai 
séparé par de simples points les ternes d'indices dans les articles et 
leurs ambes dans les caractéristiques. 


On trouve 

Ä + 034.092.531.214 -— 125.143.420.300 01.23.45 

| + 125.134.320.403 — 043.052.541.213 01.24.35 

+ 123.145.420.303 — 045.032.351.214 01.25.43 

+ 215.243.410.309 — 034.001.532.124 02.13.45 

+ 043.091.542.123 — 215.234.310.409 02.14.35 

+ 034.031.352.124 — 213.245.410.503 02.15.43 

+ 325.341.420.105 — 014.092.513.234 03.21.45 

(8) an! + 041.032.543.231 — 325.314. 120.405 03.24.15 
+ 004.012.193.234 — 321.349.420.501 03.29.41 

+ 429.413.120.305 — 031.052.534.241 04.23.15 

+- 013.002.914.241 — 429.431.320.105 04.21.35 

+ 051.032.354.241 — 423.419.120.303 04.25.13 

+ 521.543.420.301 — 034.012.135.254 03.23.41 

| + 043.012.145.293 — 521.534.320.401 03.24.31 

| + 014.032.315.254 — 523.541.420.103 09.21.43 


L’equation A = o représente la conique dont les points ont 2,4, yo, 20 
pour coordonnees courantes et qui passe par les cing points qui ont 
pour coordonnées les mémes lettres affectées des indices 1, 2, 3, 4, 5. 
En substituant a AY’ le second membre de la formule (8), elle prend 
une forme sous laquelle elle exprime une relation spéciale entre les 
aires des triangles dont chacun a pour sommets une certaine combi- 
naison de trois points du groupe formé par ces cing et un quelconque 
de la courbe. L’aire d’un triangle est un segment du plan comme une 
longueur est un segment de droite. A ce titre, la relation dont il s’agit 
est comparable a la relation segmentaire exprimant qu’un point d’une 
droite fait partie d’un groupe de deux points donnes sur elle. 


SUR UNE APPLICATION 
DE LA THEORIE 


DES 


FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 


DE SECONDE ESPECE, 


Par M. HERMITE. 


On doit à Jacobi les développements en séries de sinus et de cosinus 
des expressions suivantes : 


O(c+a) H(r+a) O(r+a) H,(r+a) 
O(.r) 8.) O(x) Or) 


? 


qui se sont offertes dans ses recherches mémorables sur le mouvement 
de rotation autour d’un point fixe d’un corps qui n’est sollicité par 
aucune force accélératrice. Ces résultats découverts par le grand géo- 
mètre m'ont paru devoir être complétés en considérant le système 
complet des seize quotients qui ont pour numérateurs 


G(r+a), H(r+a), 0,(7+ a), I(r+a) 


et pour dénominateurs 
O(r), Hor), 6,6x), H,(r). 


Les quantités qu'on obtient ainsi appartiennent à la catégorie des 
fonctions doublement périodiques de seconde espèce, ayant un seul 
pôle dans le rectangle des périodes 2K, 2¢K, et elles offrent ce carac- 
tere particulier, que l’un des mulliplicateurs, celui qui correspond à la 
période 2K, est égal à +1. 

C’est au point de vue de la théorie des fonctions doublement pério- 
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diques de seconde espèce que je me placerat dans ce qui va suivre, en 
me proposant de faire voir comment elle permet de démontrer facile- 
ment les formules de Jacobi et celles que j’y ai ajoutées. 


I. 


Considérons en premier la série 


niga 


e K 
— u J 


. oT . 
sin —(2 + antK’ 
aK | + ) 





où le nombre entier 7 prend toutes les valeurs de — o à + æ , æétant 
une constante qui sera représentée par @ + ta’; je dis qu’elle est con- 
vergente, quel que soit x, pourvu que a’ soit en valeur absolue inférieur 
a 2k’. 

En effet, le terme général étant mis sous la forme 


niga 
ate * 





nn — J 
= (x+anik’) — Tran 
e — € 


on pourra, au dénominateur, négliger la première exponentielle ou la 
seconde, suivant que 7 croit positivement ou négativement, ce qui 
donne les quantités 


i T m: 
— aie" 2K, aie À 2K 


Ecrivons — x au lieu der dans la seconde et prenons la limite pour nr 
infiniment grand de la racine n*™¢ des modules, on aura pour résultat, 
si l’on remplace a par @ + ia’, 


T , Tom , 

eg karaK 7 ek (x’—2 à 

Ces deux limites seront donc inférieures à l’unité en posant 
x'+2K'>o, x'—2K'<o, 


et la série sera convergente, comme nous l’avons dit, quand la valeur 
absolue de a’ sera moindre que 2K’. 
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Soit maintenant 
us 
P(r)= D —-  -——.-- ; 
sin > aK (a+ aniK’) 





j observe que, l’indice n variant de — 2 à + ©, on peut changer n 
en a + et écrire 


(n+iira mn niTa 
K ima ek 
D(.r) = > —_ ep K =. 0. - .---.- =. -e 
nn [2+2(n+1)iK'] sin (ar + alk! + anik’) 


De la composition méme de la série résulte donc la relation 


ita 
®(r2)=e * @ (2 + 2iK’), 
ou bien 
iva 


O(2+2iK’)=e À O(z). 
On a d’ailleurs immédiatement 
®(x+2K)—— O(2); 


ainsi ®(2) est une fonction doublement périodique de seconde espèce 


ira 
aux multiplicateurs —1 ete * ; ses pôles s’obtiennent en posant 


sin r+ aniK') =o, 
d'où 


r=2MmkK—2nik\, 


m désignant un entier arbitraire; par conséquent, on n’a à l’intérieur 
du rectangle des périodes 2K et 27K’ que le seul pôle x = o, auquel 


, +) 2K or. 
correspond le résidu —-- Les propriétés que nous venons de recon- 


naître suffisent à la complete determination de la fonction ®(x), et l'on 
sait construire avec les transcendantes de Jacobi une expression qui les 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série, Tome ll. — Sepreusae 1885. 39 


306 | HERMITE. 
réunisse : c’est la quantité 


2K H'(o) O(z +a) 
r  H(x)@(a) ? 


qui a, en effet, les mêmes multiplicateurs et le même pôle x = o avec 


le résidu af, on a, par suite, la relation 
nina 
2K H’(0)8(z + a) =V er 
mn H(x)@(a) ~— 


> 


. oT . 
sin — (zx + a2niK’ 
aK | + K') 


et il suffit de permuter x et a pour en conclure l’une des formules de 
Jacobi, à savoir 


MTT 
2K H’(0)&(z+.a) =) ek 
T 


8(z)H(e) sin (a+ aniK’) 


Les autres s’en déduisent de la manière suivante. 
Changeons d’abord a en a + 1K’, nous aurons 


aK H'(o) H(z+ a) Le) | ek 


rn  @(z)@(a) ° ‘ 


single +(2r+ı)iK] 
iT xr 
puis, en multipliant par e**, 
2n+-Vinr 
aK H’(o) H(z +) =S e ‘à 


T 6(z)68(a) _ sin [a+ (an+1)iK’] 


Mettons enfin dans ces deux relations a + K au lieu de a, on obtiendra 
les formules qui restaient à établir 


ninx 
2K Ho) @(e+a)_ TV __ et 
T 8(z)H,(e) cos m (a + 2niK’) 
| an+ninr 
aK HOG +4) N e_ 
T 6(r)6,(a) - 


T rn 
cos gla+(2r+ ı){K’] 
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Je joindrai immédiatement à ces expressions des quatre quotients 
contenant (2) en dénominateur ceux dont le dénominateur est 8,(x), 
et qui s’en tirent par le changement de x en x + K. Les formules ainsi 
réunies ont un méme caractere analytique essentiellement distinct de 
celles que nous obtiendrons ensuite; je conviendrai, afin de les écrire 
de la manière la plus simple, de représenter par les lettres n et m tous 
les entiers pairs et impairs, tant positifs que négatifs; cela étant, on 
a le tableau suivant : 


niTX 











u IX H(Q(E+ A) _y__e* __ 
x  O(r)H(a) sin (a + nik’) 

(2) T 8(x2)®(a) =), sin m (a+miK') 
.2 

| K H’(0)8,(2 + a) om 

3 2R ENO) NS a) _ OP 

(3) T. O(xz)H,(a) D ann 
2 

(4) T 8(x)0,(a) Der 
ah 

. KHK Tier 

(5) Tr 8,(.c)H(a@) nn nimm 
ah 

(6) nr  @,(x)O(a) “Din Eterna 
2 

oy aK Ho) O(a +2) LV (ote 

7 nr O(r)Hi(a) - cos (a+ nih’) 
2 

aK H()H(r+a) WY (— ame À 
(8) tz 8,(7)8,(@) =) 


TE on 
— (a+mik’ 
cos = ( + ) 
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II. 


Nous considérons en second lieu une série d’une forme entierement 
différente de la précédente, qui est représentée ainsi : 


niTa 


Ut —— 
col +) e 34 | cot gr + nik’) +eil. 


Dans cette formule, Ventier r parcourt toute la suite des nombres 
pairs de — 0 à +, et la quantité désignée par e doit être supposée 
nulle pourn = o etégale a l’unité positive ou négative, selon que est 
lui-même positif ou négatif. 

On devra donc, en n’introduisant que les entiers positifs 


n= 2, 4, 6,..., 


la décomposer en deux séries partielles et l’écrire ainsi 


niTa 


Ta nz aK T K) +5 
cote + co TE + De | cote Ce + ni + il 
_niRa nr 
2k a _nık'!\ _ 7 
+e [et (2 niK’) ‘|. 
ou bien encore, au moyen d’une transformation facile, 


ir m 
—— (na nik +r 


e 248 
+) ~_—___., 


T uy 
cos Se (x — niK’) 


im (na+nik'+xr 
2K 


Ta TX 
cot — + cot — + » ——______—_ 
aK aK T ui 
cos ER (x + niK') 


et c’est cette nouvelle forme qui conduit aux conditions de conver- 
gence. Remplacons, en effet, pour de grandes valeurs de n, les deux 


in . 
, . | TE “ary Te ur, CL 
dénominateurs cos (x + niK’) et cos x (x — ntK’) par ze 


‘al 


in wır—niK 


) N ? e 
et ze" , les termes généraux deviennent 


peak Maran 2r) 2e = (na -23aiK' + 22x) 
3 e 


Cela étant, si l'on fait encore a = a + ia’, on obtient pour la limite de 
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la racine n'“”° de leurs modules, en supposant r infini, les quantités 


T enn im _ qu 
— gq (a +2K) AT D 2K') 
9 


et, par conséquent, les conditions 
a’+2K'>0, à —2K'<o. 


Notre seconde série est done, comme la première, convergente, pour 
toute valeur de x, lorsque le coefficient de « dans la constante a est en 
valeur absolue inférieur à 2K’. J'ajoute qu'elle définit encore une fonc- 
tion doublement périodique de seconde espèce, et qu’en posant 


nina 
IN(z) = cote Re 2K | cot Re (e+ nik’) Heil, 


on a les relations 
ita 


I(z+2K)=M2), W(2+2iK’)=e * Ike). 


La premiere est évidente et la seconde résulte de l’expression du 
ina 


produit e © (a + 2iK’), à savoir 


niTa 


n e ia 
TA 
cole +e K ye 2K | cot (e+ 2iK'+ nik) +i]. 


ima 





+ i 
K W(2+2iK') =e * 


On a, en effet, 
ira 
ma co F2 4 le +1) 
2K aK ‘ 
et si nous changeons, comme il est permis, nen n — 2 dans le terme 
général, il viendra 


ita ir a niRa - 
et W(x -+2iK') = cot 84 + ile er ) Ver 2K | cot 7 (x + nik’) + en]; 


mais, sous cette forme et à l’egard du nouveau nombre n, une modifi- 
cation est apportée à la signification de e. On doit, en effet, prendre 
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maintenant e—1 pour n = 4, 6, 8, puise = 0 ete = — 1 pourn = 2, et 
n—0, —2, —4,..:. Or on voit qu'en ajoutant aux termes correspondant 


ira 


an—2etn= 0 d’une partiæ*, del’autre i, et, par conséquent, en fai- 


ima 


sant entrer dans la somme la quantité ile "+ ‚), on retrouve pour e 
précisément la signification qui lui a été donnée dans la fonction M(x). 
La relation à établir et, par conséquent, le caractère analytique de 
fonction doublement périodique de seconde espèce résulte done encore 
de la composition même de la série considérée. Enfin, si l’on remarque 
que, dans le rectangle des périodes, il n'existe qu'un seul pôle x = o, 





auquel correspond pour résidu =, on obtient l'expression de (a) au 


moyen des fonctions de Jacobi sous la forme 28 H'(o)H(z + a) 





H(z)H(a) 
En prenant x et a, on a, par suite, 
2K H’ s ns : . 
N oa = cot — +Ne 7K | cot a (a + nik’) + ei: 


c’est le premier exemple et le type du second groupe de huit formules 
auxquelles nous allons parvenir. 
Changeons d’abord a en a + ıK’, on obtient, apres avoir multiplié 


Tr 


par e** et en désignant par m l’entier impair n + 1, 


MITX 


2K H'(o)8(r+a) © rr ER T ue 
7 _H(&)6(a) ° COLE + | cot (a+ mik’) + ei. 


Il suffit ensuite d’employer la relation 


LE TE à [Er à 


2h 





(hr 


pour avoir en définitive et en faisant entier le terme ie ** sous le signe 3, 


. KL H’ 8 | mit xr . _ 
2k rn — —— + Ye 2h | cot =~ (a +mik’)+ ei], 
“ sin — 


(9) 


(10) 


(12) 


(19) 
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Le nombre m représente, dans cette formule, tous les entiers impairs, 
ete doit être pris égal à + 1 ou — 1, suivant que mest positif ou né- 
gatif, sans jamais passer par zéro. En y changeant, ainsi que dans la 
précédente, a en a+K, on obtient quatre relations qui, ensuite, en 
donnent quatre autres, lorsqu'on y remplace x par x + K. C'est, par 
conséquent, le système complet des huit formules qu'il s'agissait d’ob- 
tenir et que je groupe dans le Tableau suivant : | 

















= Soni = cot = + om [oot + K (a + niK') + a]. 
u an cosée ~— + EL * [cot A (a+ mik’) + ci, 
(11) 2* Se = cot nn se [ang (a + niK') — 2 , 
2m “HAO (a= coséc = — E98 [ang Fe (a+ mik) ei. 
(13) an ie —tang = + ana | cot ga + nik’) + er], 
2K H’(0)8,(2-+a) _ us 


— ww >K m “2K DL t 
7 H,(z)@(a) — sec- x +: e | cot Le (a + miK +e], 





aK H'(o)Hi(z+a) _ ne TRE 
= Kalle) = GK + nie 


mir 


(16) eee séc Dre 2K | tang RG mi’) ei]. 





Ill. 


Depuis longtemps, M. Kronecker a eu l’idée de développer, suivant 
les puissances de g, les expressions de Jacobi, et, en 1877, l’illustre 
géomètre m'a donné communication des résultats extrêmement remar- 
quables auxquels il s’est trouvé ainsi amené; en raison de leur intérêt, 


[ans À K (a + niK)— | 


TT. 


312 


RERMITE. 


J indiquerai succinctement comment on y parvient. Il est indispensable 
pour cela de séparer, dans les séries dont nous avons donné le Tableau, 
les termes qui correspondent aux valeurs positives de ceux qui corres- 
pondent aux valeurs négatives des entiers désignés par m et n. En con- 
venant donc qu’on supposera désormais 


m=1,3,5,..3 n—2, 4,6,.. 


°9 


il suflira, pour effectuer tous les développements suivant les puissances 
de g, d'employer les formules suivantes, où s est une constante posi- 
tive, qu'on prendra tour à tour égale à mou an: 


miK a 
— + iS 2K 
sin = (a + sikh’) 


I ms TES 
t= SG? eh . 
sin (a — siK') 


m —=1, 3,5,.. 








om) 
ns nita 
col sR (A+ MK = — ai) 9 en, 
niTa 


ns 
cot (a — si) —i=+ aid q° e ?k 


n 2, 4,6 





9 


Cela étant, si l’on convient encore de designer par m’et n’, comme on 
l’a fait plus haut pour met n, tous les entiers impairs et tous les entiers 
pairs, positifs, on aura les seize formules suivantes : 


> 





- N e mn 
(1) er oe = cosée = q+4N a? sin —- (ma — nx), 
(2) > a nn = DI sin = (ma — MT), 
K H'(0) 8 t= 
(3) — er = séc +4Ÿ C1) ? g? cos (ma — nr), 


ok H’ m I mm 
(4) ak H'(o)H(z+a) _ +43 0: 2 


—; os —- (ma — m'x); 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 
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= ur DH CE = coséc LE + De 1) q sin x (ma Tax), 

a Sen = | DI EVE cos (ma — mr), 
28 nn = coséc rares 

2K H'(o)H,(z+a) rx 


7 H(z) Hay aK —tang KTS (Hg? sin (na + n'a), 


2K H’()8, (2 +a) _ TT , 7 x 
= MKa)öl) — coséc g ng * sin = “(na + me); 








= = ——tang + col + Je D gi sin (na + n'z), 
K H'(0)8, | “Tg? 
a = 8 SK +40) q cos (na + mx), 


2K H'(o) H(z+a) _ Tw Ta mm 
x H(z) H,(@)_ = tang aK —tang x + Je 1) q* sin “(na +n 'x), 








aK H'(o) &(z-+.a) TX st Te 
m Hit) Gta) — = seo +4 1) q cos Sj (na +m). 
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On remarquera que dans les huit premieres relations figurent, sous 
les signes trigonométriques, des différences d’arguments, tandis que 
les suivantes contiennent toutes des sommes. Les développements, sui- 
vant les puissances de g, conservent donc trace de la différence analy- 
tique signalée précédemment entre les fonctions du premier et celles du 
second groupe ('). 


(!) Un Travail important de M. Scheibner, qui a paru dans les Mémoires de l’Academie 
royale des Sciences de Saxc, en 1883, sous le titre : Zur Reduction elliptischer Integrale 
in reeller Form, contient dans une note les développements en séries trigonométriques des 
mêmes fonctions que j'ai considérées. Jc m’empresse de signaler ces résultats, dont je n’ai 
cu que récemment connaissance, en remarquant que les formules du savant auteur sont 
présentées sous une forme semblable à celle qu’a adoptée Jacobi, dans ses Recherches sur 
la rotation, et entierement différente de la mienne. 


SUR LA 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


Par M. R. LIPSCHITZ, 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE BONN. 


Extrait d’une Lettre à M. HERMITE. 





Comme j'avais étudié, il y a peu de temps, votre beau Mémoire 
Sur quelques applications des fonctions elliptiques, j'ai suivi avec d’au- 
tant plus de plaisir les développements de votre Lettre. Un intérêt 
particulier me semble attaché à l'expression 


2K H'(o)H(s +o) 
r  H(G)H(o) ’ 


pour laquelle vous donnez les deux développements 


niks 
TS T . I ke N 
‘cot — cot— (w+ 2niK’)+ eile 
co oK +Y | aK | + | , 
ol n= 0, +1, +2,..., € étant 1,0, — I, suivant que 7 est positif, 


nul ou négatif, et 


Rs T0) , ann'ein À ru 
— — sin — (75 +- , 
come +cot Te +4 Ÿ 7 Kr +- No) 
ou n, n'=1,2, 3,.... 

La seconde série est distinguée par le fait que l’exposant de qg con- 
tient, par rapport aux deux nombres n et 7’, la moitié de la différence 
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des deux carrés (n + n°}? — (n — n’)?, tandis que toutes les générali- 
sations usilées de 8 contiennent dans l’exposant de g des formes essen- 
tiellement positives. Un autre résultat se prête au moment où l’on in- 
troduit pour z et w deux quantités complexes conjuguées :5 = x + ty, 
w'== x — iy,eten même temps, au lieu de la période K’, une expression 
K’+ gt, où g désigne une quantité réelle constante, 2 une quantité 
réelle variable. 
Si l’on écrit H(z,g) au lieu de H(z), la fonction reelle 


° _RIK+gt) _ wR K+ gti 
2K Ho, K H| 22, e K | 


U= m LBRO) PUY] 
H| r+ ty,e K Hf] x —iy,e Ko 








est égale a la série 





(K+ 
cot REN + co er Ir. de in (n(x -+iy) nein). 
La derniere a la propriété de satisfaire a l’equation différentielle 
partielle, qui determine le mouvement de la chaleur dans un plan, dont 
les points ont les coordonnées rectilignes x, y, le temps étant désigné 
par t. 
En effet, cette équation est la suivante 


d'u du _ du 
a (5 + oy?) dt” 


où a désigne une constante physique. 
Les deux premiers membres donnent 


Oru Oru 


D Ton 
et en même temps 
due 
gi 


— + oi =» reçoit le facteur 


— ni [(n + n')?— (n—n')*]; en formant = 


Le terme général de la série, en formant 


*, il reçoit le facteur 
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— ann’ © g. Cela vu, l'équation du mouvement de la chaleur se trouve 
remplie aussitôt que l’on détermine la constante g par l'équation 


20°R 


vr 
oO K 





Or je me suis proposé de trouver le probleme du mouvement de la 
chaleur, qui est résolu par votre fonction. Le fait qu’elle devient in- 
finie dans le rectangle des périodes 


—Kéanik, —(K'+gt)2y S(K'+ gt), 


seulement pour le point x + zy = 0, conduit aux considérations sui- 
vantes. Supposez que la température u soit égale à la somme d’une 
fonction ¥, qui reste finie et continue dans les environs du point 
x+iy=o, et de l’expression clogr, où ¢ désigne une constante et 
ou æ+iy = re”; j’admets que l’on décrive au point milieu x + ty =o 
un cercle de rayon R, et que l’on détermine la quantité de chaleur qui 
entre dans le plan par le cercle. Alors, une constante plıysique posi- 
tiveétant nommée b, il faut évaluer l'intégrale 


27 
—of OU R do. 
0 or 


Pour une valeur decroissante de R la fonction finie et continue ¢ 
donne une partie infiniment petite, mais la fonction co logr donne la 
partie finie — 2rob. Nous avons donc le phénomène d’un orifice, par 
lequel s'écoule pendant l'unité de temps une quantité constante de 
chaleur — 2rc 5. Dans notre cas, la fonction u pour æ +:y =0 de- 
vient égale à la somme d’une fonction finie et continue et de l’expres- 


sion | 
=( I I ) 
il ps + ps e 
FT T+ÉY L' —1) 


Soit dénotée par « une quantité positive, ladite expression est la limite 
vers laquelle converge le quotient 








4K $log[(z + a) + v1] — 4 log[(x — a)? + y°] 
T aa 
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pour une valeur décroissante de «. Il faut donc décrire au point milieu 
x-+iy=oun cercle de rayon R, et faire ainsi que les deux quan- 


oo. , . es a , . . 
tités @ et R décroissent de manière que 7 décroisse aussi. Alors la cha- 


leur quis’écoule par le cercle de rayon R entre dans ce plan de telle sorte 
que s’il y a deux orifices, l’un au point 2 + zy = «, l’autre au point 
r+ iy = —a«, et que par le premier s’écoule une quantité de chaleur 


égale a Ae b, par le second une quantité égale a — ax b, les deux 


quantités de chaleur sont égales et opposées, et leur grandeur absolue 
devient d’autant plus grande que la distance 2 devient plus petite, 
supposition semblable à celle sur laquelle est fondée la definition des 
masses magnétiques. D’ailleurs il est clair que, par la définition de 
la quantité de chaleur qui s’écoule par les deux orifices voisins, la pé- 
riode K est entierement determinee. 

Évidemment la fonction z est construite ainsi, qu’elle satisfait aux 
deux équations 


(1) u(—2,y)=— uz, y), 
(2) | u(z, —y)=u(x,Y). 


De plus les equations 


H(z+iy+2K) =—H(zr+ Cy), 
IT +E) TK 
H(xc+iv+a2iK’)=—e K TT H(z-+ ir) 


dounent 


H(x+ir+2K) H(iw—ty—2K) —H(xz+iy)H(z— ey), 


ly 


27 ., 
H(r + y + atk’) H(x —iy — atk’) en TN) H(z +iy)H(z — cy). 


La fonction remplit donc les deux relations 


(3) ule + aK, y) =u(e,y), 
(4) u[x, y + 2(K'+ gt)] = Ur») 


Kk (y+ K'+ gt) 
€ 


D'ailleurs il est clair que, dans le rectangle 


— K£z<+K, —K’— gti y<K'+ pt, 
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la fonction s’évanouit aux deux côtés 


T=—K et r=KR 
par le facteur 


T 


-(K'+gt) 
nlaz,e kK |, 


il règne donc ici la température fixe u =o. Afin de connaitre l'état 
de la température dans le côté y = K’ + gt, formons, pour une quantité 
positive ß, la différence des températures 


u(x, K'+gt+8)—u(x,K'+gt—3), 
qui, suivant (2), est égale à la différence 
u(x,K'+gt+8)—ulx, —(K'+ gt) + 3] 


et, suivant (4), égale au produit 


Hl (K+ 60) +81 ( er =) 


ek 





En divisant par 28 et en faisant decroitre 8, on trouve la limite 
, 7 - Ir 
— ufz, —(K'+ gt)] K =— u(r,K'+ gt) a 


Le quotient différentiel partiel de u pris par rapport à y devient 
donc égal au produit dela fonction et du facteur constant — x Pour 
le côté y= — (K’ + gt), le quotient différentiel partiel pris par rap- 

. . “1er , 7 
port à y donne la fonction u multipliée par le facteur opposé z- 


Mais, si notre plan est entouré, aux deux cöles y — K’+ gt et 
y = — K’— gt, par un gaz de la température zero, le quotient diffé- 
rentiel de la température pris par rapport a la normale de la ligne 
limite doit tenir un rapport fixe à la température elle-même existante 
dans la ligne limite. Donc votre fonction u exprime en forme finie la 
température dans un plan rectiligne, où la chaleur entre dans Îles en- 
virons de x + iy =o par deux orifices voisins de la manière exposée, 
où, dans les deux côtés x = K, x — — K, est donnée la température 
fixe égale à zéro, où les deux côtés y = K’ + gt, y = — (K’+ gt) ont 
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un mouvement prescrit proportionnel au temps ¢, où, dans ces deux 
du 


Fo . dr . T : x 
côtés le quotient —— a la raison fixe — x pour le premier, + x pour le 


second côté, conformément à la symétrie, et où, pour ¢ = 0, l'état ini- 
tial est exprimé par la fonction 





ak w(o, e x) ulaz, e 


u i 


F ul2+ ie +) Wa— ine 











=) 

Pendant que le temps procede, le rectangle retient la méme hauteur 
2K, tandis que la largeur 2(K’ + gt) devient de plus en plus grande. 
Pour un temps infini, la largeur devient infinie, et la température, en 
équilibre dans le bandeau, est exprimée par la fonction simple 


r(z-+iy) r(z—iy) 
cot Kg” + cot 


m 





SUR LE 


DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS 


SATISFAISANT 


A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE, 


Pır M. GOMES TEIXEIRA, 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE COIMBRE ET A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE DE PORTO. 


La serie 
(1) trat mr... +a,„X”+..., 


OÙ Ay, A,, Ay, ... représentent des fractions réduites a leur plus simple 
expression, ne peut pas étre le développement dune fonction definie par 
une équation algébrique relativement à x, y et y’ à coefficients entiers. 


(2) | F(z,7,7')=0, 


s'il existe une valeur de n déterminée a partir de laquelle les dénominateurs 
de Ani) Anza, -.. contiennent des facteurs premiers supérieurs respective- 
mentan+1,n+2,n-+ 3, .... ° 


On peut tirer ce théoreme de la formule suivante, qui résulte de 
l'expression analytique de la dérivée d'ordre n des fonctions composées, 
et qui donne la dérivée d’ordre n de la fonction y (Journal de Batta- 
glini, t. XVIII): 


(3) N N TE dmF 
atBl...Ala@’lBl.. .AIlal)BrP(3lyrrt”...(n—ılar Wal ditdydye — 


Dans cette équation la somme Z se rapporte à toutes les solutions 
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entières positives de l’equation 
(4) (a+28+ 374+...4(n—1)A+ 2'4+ 28'+ 3y'+... 
4 
| + (n—-ı)\ a =n—1, 
et l’on a posé 
ı m=ı+-ß+...+ a + 0 +... ++, 


5 
(9) la=za+ß+..+9ı b=«"+ß+...+N, cma’. 


Nous avons done 


2 (n—1) \ À+w/ (n)\ à! 
/ / ! IV ! Y_ al J 4 
(al) 3B AY. aM (y y( ee (2) (=) dm 





21 
2181... 181... Mla"! did =° 
ou, en séparant le terme qui contient y”, 
AN Bra’ (n—1) \ A+! 
/ thy! __ ! Na Jy . y 
anal kon! Y) (5) (I) dF an GE VO _ 
all... Alarlaı.. Aa"! dx*dy®dy' dy" ar =o 


Si Pon pose maintenant 2 =o dans cette formule, on obtient une 
” An) | 
autre formule qui donne les valeurs de y,,22,...2%, qui doivent 
2! n} 
coincider avec les coefficients @,, @,, a,, ..., a, de la série proposée. 
(R) 
On voit par cette formule que. le dénominateur de 2 ne peut con- 
tenir que les facteurs premiers suivants: 
1° Ceux qui résultent du dénominateur 
AIBL...AlaI BL... Mia; 


2° Ceux qui résultent du dénominateur de 


( a"F | 
maar)... ? 


3° Ceux qui résultent du numérateur de 


(a) 
dy' r=0° 
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. > , . n Y. 
4° Ceux qui résultent des dénominateurs de y,. <7, > =— 


5° Ceux qui résultent de n. 
Nous allons voir que les facteurs premiers correspondant aux trois 
premiers cas n’augmentent pas indéfiniment avec n. 


I. Comme la fonction F(x, y, y’) est entière par rapport à x, y et y’, 
les dérivées de cette fonction d’ordre supérieur à son degré sont nulles, 
et par conséquent m ne peut pas augmenter indéfiniment. Donc les 
quantités a, B, y, ..., À, «’, B’, ... 2%, a”, dontla somme est égale à m, 
ne peuvent augmenter indéfiniment, ni par conséquent leurs facteurs 
premiers. 


Il. [a dérivée 
am F 
(apa 20 


qui est fonction entière de y, et y’, et, par conséquent, de a, et a,, ne 
peut contenir évidemment en dénominateur que les facteurs premiers 
qui entrent dans les dénominateurs de a, et a,. 


+ 


, . ’ dk . 0 . es ° » ° 
III. La dérivée (5) ‚qui est une fonction entière à coefficients 
Y / x=0 


entiers de a, et a,, est une fraction déterminée, et ne peut donc con- 


tenir en numérateur des facteurs premiers qui augmentent indefini- 
ment. 


| um 
On voit done que les facteurs premiers du denominateur de 72 ou 


a, he peuvent augmenter indétiniment que par suite de la présence du 
facteur 2 du cinquième cas, et nous avons donc le théorème énoncé. 


Exemple. — La fonction définie par la série 


x ar + x" 
ata 313° nila 
ne peut pas satisfaire à une équation F(z, y, y’) = o algébrique par 


rapporta æ, y et y’, parce que le coefficient — 


1 | n à 
Rrıları ue x peut Con- 


tenir des facteurs premiers supérieurs à n. 
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Done la fonction correspondante 


ex 
[Sa + logu 
x 


T 





ne peut salisfaire à une équation algébrique en x, y et y’. Elle est done 
différente des fonctions algébriques, logarithmiques, circulaires, etc. 





DEMONSTRATION D'UN THEOREME 


SUR LES 


PERIODES DE LA FONCTION ELLIPTIQUE pv, 


Par M. J. VIVANTI. 





1. Dans un résumé des Lecons de M. Weierstrass sur les fonctions 
elliptiques, en cours de publication ('), on trouve un théoreme impor- 
tant, qui peut étre énoncé comme il suit : 


lly a un et un seul couple de périodes primitives 22, 22' de la fonction 
elliptique pu, qui remplit les conditions suivantes : 


I. pQ=e, pQ’=e’, e, e’ étant deux valeurs choisies arbitrairement 
I 
parmi les racines e, e', e” de l’equation cubique 


4p u— g,pu— g3=09; 
Il. La partie reelle de or est positive; 
, P a7 SUP ; 


Ill. Le parallelogramme, dont deux côtes contigus sont Q, &', est dı- 
visé par sa diagonale plus courte en deux triangles acutangles (7). 


Nous nous proposons d'établir ce beau théorème d’une façon tout à 
fait élémentaire. 


(!) Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der cllptischen Functionen, nach Forlesun- 
gen und Aufzeichnungen des Herrn K. Weierstrass, bearbeitet und herausgegeben von 
H.-A. Schwarz. Göttingen, Dieterichsche Universitäts-Buchdruckerei (W.-Fr. Kaestner), 
1883, p. 32-33. | 

(2) Nous laissons de côté le cas-limite où pu admet un couple de périodes primitives 
dont le rapport est purement imaginaire. 
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2. On sait(') qu'il est toujours possible de trouver un couple de 
, + ee . wo . 
périodes primitives 2, 2’, tel que la partie réelle de — soit positive 


et même plus grande qu’un nombre assigné d'avance, par exemple 
plus grande que 5. 
Posons 


où 


et soient OA, OB (fig. ı) les droites représentant respectivement w 


Fig. tv. 
B 


0 H 


et w’ en grandeur et en direction. Si l’on mène BH perpendiculairement 
à OA, on obtient 


BH = OB sinBOA; 


or 
DAS 
OB = modw', sinBOA = — _- s modo. 
vr + §2 modo 
donc 
BH =s modo > 4 modw 
ou bien 


BH > : OA. 


I] suit de là que, si l’on mène par B une droite parallele à OA, 


les droites joignant un point quelconque de cette ligne avec O et A 
renferment en tous cas un angle aigu. 


(1) Foir Ouvrage cité, p. 4. 
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Cela posé, soit OACB (fig. a) un parallélogramme dont les côtés 


j . + a on . 
sont égaux respectivement à w, w’. Si les angles BAO, BOA sont aigus, 
le couple 2, 2w' remplit la troisième condition du théorème. Si l’un 


LS 
d'eux, par exemple BAQ, est obtus, qu'on prenne sur la CB prolongée 


Fig. 2. 








les segments BB,, B,B,, ..., tous égaux à CB. Après un nombre fini 
d’operations, on aboutira sans doute a un point B, (dans la figure, n = 3), 


nn aN 
tel que l'angleOAB, soit aigu et l'angle OAB,_, obtus. Alors l'angle AOB, 
sera aigu et le parallélogramme OAB,_,B, sera divisé par sa diagonale 
plus courte en deux triangles acutangles. 


3. Du parallélogramme OAB,_,B, on peut en déduire (fig. 3) deux 


Fig. 3. 





autres, OAB,D, OB,AC, ayant la méme propriété; on les obtient en 
menant par O une droite DC parallele à B,A et en prolongeant les 
côtés B,_,B,, B,-, A du premier parallélogramme. 
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Les côtés de OAB,_,B, sont 


(a) OA=o, OB, =w—nuo; 
ceux de OAB,D sont 
(b) OA=o, 0D=w—(n-+1)o; 


ceux de OB,AC sont 
(c) OC =— OD =(n+1)o—o'’, OB,=w'— nwo. 


On obtient, en outre, trois autres parallélogrammes en renversant la 
direction de l’un des côtés de chaque parallélogramme précédemment 
considéré (1); les côtés de ces nouveaux parallélogrammes sont : 

Pour OA’DB,, | 


(d) OA'=—o, OB, =w— no; 
pour OA’B,D, 
(e) DA=—o, D=w—(n-+1)o; 
pour ODC'B,, 
(f) O0D=w—(n-+ı1)o, OB, =w—nu. 


4. Designons, en général, par 2, 2’ les côtés de chaque parallelo- 
! 
gramme; pour que la partie réelle de 5; soil positive, on doit poser : 


Dans le parallélogramme (a)..... & =a, Q'= w'— rw; 
» p (b).... Q=a, NW — (rn +1)"; 
» » (c)..... Q=(rn+1)o—ow', W=o'— ne; 
» » (d).... 2=w— no, N=-—0o; 
» » (e).... 2=W—- (n+ı)o, Q'’=—a; 
n » (f)..... Q= w'— no, Qu — (n+ 1)o. 


Ces couples de cötes, pris dans l’ordre adbecf ou dans l’ordre beadef, 


(!) Dans la figure nous avons distingué par des traits discontinus les côtés de ces paral- 
lélogrammes qui n’appartiennent pas aux précédents. 
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suivant que n est pair ou impair, sont congrus, par rapport aux pé- 
riodes de pu, respectivement aux six couples 
2,05 0,05 0,0, 0,0; Ww, "3 w’, Ww’, 


a 


ou 
o” =a +o’. 
Or, puisque 
poe, po’=eH, pwo’=e™, 


où eee est une permutation de ee’e”, parmi les six parallélo- 
grammes considérés il y en aura nécessairement un dont les côtés satis- 


feront aux conditions 
p2=e pk =e’, 


e, e’ étant désignés d'avance. 


5. Nous devons maintenant démontrer qu'il n’y a pas de couple de 
périodes primitives différent de 22, 22’ et de — 22, — 29 qui rem- 
plisse les conditions du théorème. 

Si deux grandeurs w, w’ satisfont aux équations 


elles ont nécessairement la forme 


o=Q+2mQ + an = (1+ am)Q+ an, 


(a) ow! = 2! + 2m'Q + an'Q!=am'Q + (1+ an')Q’, 





où m, n, m’, n’ sont des nombres entiers quelconques. 
Pour que 2, 2% soit un couple de périodes primitives de pu, il doit 


ètre 
I+ 2m an 


A= 


= -ı, 





am! I+an' 


et enfin, pour que la partie réelle de ~ soit positive, il doit être A= +1. 
Nous devons donc chercher s’il y a un systeme de nombres m, n, 
m', n'(dont un au moins soit différent de zéro), liés par l’équation 


(B) (1+ am)(1+2n')—4m'rn=1, 
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tel que le parallelogramme (w, w’) |", w et w’ étant donnés par les équa- 
tions (x), soit divisé par sa diagonale plus courte en deux triangles 
acutangles. 


6. Le nombre des cas à étudier est diminué considérablement par 
les remarques suivantes : 

I. Deux couples 25, 2’ et — 2, — 2w satisfont ou ne satisfont pas 
ensemble a la troisieme condition du theoreme. Cela reduit a la moitie 
le nombre des cas. On peut, par exemple, laisser de côté tous les sys- 
temes de nombres m, a, m’, n', où l’un determine d’entre eux est 
negatif. 

Nous conviendrons de ne donner à =’ que des valeurs positives. 

II. Siles nombres m, n, m’, n’ satisfont à l'équation {3}, elle est sa- 
tisfaite aussi par les nombres r’, m’, nr, m. Donc, pour chaque couple (a), 


il y en a un autre 


(x!) w=(i1+an)Q+im®, w'—=anQ+(i+am)@. 

Or, au point de vue géométrique, c’est-à-dire, tant qu'on ne tient 
pas compte de la grandeur ©, ©’ et de la condition s > 5, rien ne dis- 
tingue Q de Q'; de façon que l’on peut designer par ©’, Q les mèmes 
côtés du parallélogramme (Q, 0’) qu'on appelait d’abord Q, Q’. Apres 
cela il sera 


an, wa 


C'est-à-dire, si le parallelogramme :w, «') se déduit de (2, Q’) par 
un certain procédé géométrique, on en déduira par le mème procédé 
le parallelogramme (w, w’), pourvu seulement qu'on opère maintenant 
par rapport au côté Q de la même façon qu'on opérait auparavant par 
rapport au côté Q, et inversement. 

Si donc on a démontrè géometriquement, à savoir, sans tenir 
compte de la grandeur de &, @ et de la condition s > :. que le parallélo- 
gramme {w,w’) remplit ou ne remplit pas la troisième condition du 
théorème, on pourra regarder la même chose comme établie aussi pour 


le parallélogramme (w, w’). En d'autres termes, la considération d'un 


(!) Nous désignons ainsi le parallelogramme dont deux côtés contigus sont », m’. 
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systeme de nombres m, n, m‘, n’ nous exempte de celle du système 
n', m', n,m. 

II. Les nombres r, n° ont ou n’ont pas même signe, suivant que m 
est positif ou négatif (m’ étant toujours supposé positif). Si l'on ne 
fait aucune hypothèse sur la grandeur de l'angle Go’, on peut prendre n 
toujours posilivement. 

IV. Sila valeur absolue de (1 + 2mm) est plus petite que 2m’, la va- 
leur absolue de (1 + an’) est plus grande que 27. Alors, en appliquant 


la remarque II de ce numéro, on obtient un systeme de nombres m,, 
ni, M,, n,, OÙ 


m—n,n=m,m, =n,n,=m, 


pour lesquels on a 
val. abs.(1-+ 2m,) > am’. 


On peut donc se passer de l’étude des systèmes où la valeur absolue 
de (1 + 2m) est moindre que 2m’; ou bien on peut toujours supposer 


val. abs. (1+ 2m) > am’. 


7. Ceci établi, nous pouvons entamer la démonstration de la 
deuxieme partie de notre théoreme. 


I] nous faut avant tout énoncer un lemme, d’ailleurs tout à fait évi- 
dent. Si les côtés contigus OA, OB du parallélogramme OACB (ig. 4, 5) 


Fig. 4 Fig. 5. 


II NAN 


ont les directions de Q, Q’, et si OA = AQ, OB = 49, où h, k sont des 


grandeurs positives, l’angle OAB (de la fig. 4) ou AOC (de la fig. 5) 
N 


est certainement aigu si ADA; au contraire l'angle ABO (de la fig. 4) 
ou ACO (de la fig. 5) est certainement aigu sik-h. 
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Cela découle immédiatement du fait que le parallélogramme (2, 2’) 
est divisé par sa diagonale plus courte en deux triangles acutangles. 


8. On peut ordonner comme il suit les cas dont il nous faut nous 
occuper : 
ZN, 

(a) L’angle 229’ est aigu 


1° 
m > 0 (8) » »  obtus 





(A) Les nombres m’, n ne sont pas nuls 





| 2° m<o 
(B) L'un au moins des nombres m’, n est nul. 


9. (A) Les nombres m’, n ne sont pas nuls. 
1° m> o. Soient O5, On (fig. 6) les directions de Q, 2’, et faisons 


OA=(1+2am)Q, OC=am'Q<OA, AP—2anQ, CQ=(1+ 2n'). 


Fig. 6. 





0 
Si OP coupe CQ au point E, on a 


_ AP.OC _ an.am' 


(E= ng, = Tom 


Q<(1+2n)Q, 


de façon que Q est sur le prolongement de CE. D'ailleurs de (ß) et de 
l'inégalité 
1+2m>am 


on tire 
am (1+2n —an) <1, 


c’est-à-dire 
an>1+an', 


d'où 
AP > CQ. 


Donc Q est dans l’intérieur du triangle OBP. 
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Il nous faut maintenant distinguer les cas (a), (ß). 
. TN . NX 
(a). Si l'angle QQ’ est aigu (fig. 6), l’angle OBP est obtus, et 


N 
OQP l’est à plus forte raison. Donc le parallélogramme dont les côtés 
sont 


OP = (1+ 2am)Q+ anQY=ow, 0Q=am'Q+(1+an')Q'’= 0) 
ne remplit pas la troisieme condition du théorème. 


(B). L’angle 69° est obtus (ig. 7). Si am’ > 1 + an’, en appliquant 


Fig. 7. 





0 C À 5 


nn 
au parallélogramme OCQR le lemme du n°7, on voit que l’angle RQO est 


. ASE TN 
aigu ; donc l’angle OQP, qui est plus grand que 180°— RQO, est obtus. 
Soit au contraire 2m’ < 1 + 2n’. De la relation (B) on tire 





, Am'n-+ı , 2m" , am’ —ı 
I+ 2m — am = —— — 3m’ = —— (2n—ın') — 7 9 
an'+ I an'+1 an' +1 
et, comme 
am'<i+an’, an>an’, 
ıl sera 
' nr am'—ı_$ , 
I+ am — am'<an — an'— ——Zan—an—ı. 
an'+r * . 


En appliquant donc au parallélogramme QSPF le lemme déjà cité, 
bd . aN . ° ° 9 N . 
on voit que l’angle PQF est aigu; d’où il suit que l'angle PQO, qui 


NX 
est plus grand que 180° — PQF, est obtus. 

Donc le parallélogramme (OP, OQ) ne remplit pas la troisième con- 
dition du théorème. 
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10. 2° m<o(). — Soit encore (fig. 8) 
OA=(1+2m)Q2, OC=am'Q<mod0A, OB=ank', CQ=(1+2n')2’. 
On démontre, comme dans le cas precedent, que 
AP > modCQ, modCQ > modCE. 


Prenons sur OA le segment OC’ = CO; par C’ menons C’E’Q’ paral- 
lèle à OB et faisons C’Q’ = QC. Le point Q’ sera sur le prolongement 
de QO, et les segments QO, OQ’ seront égaux. Achevons de construire 


Fig. 8. 





le parallélogramme OPRQ des nouvelles périodes w, w’. Il est aisé de 
nn N. 
voir que les triangles ORP, PQ’O sont égaux; donc ORP — PQ'O. Or 


TS TS 
PQ’O n'est autre chose que l’angle PQO du numéro précédent, et 


conséquemment il est obtus; donc l'angle ORP l’est aussi; et OPRQ 
n’est pas divisé par OR en deux triangles acutangles. 


11. (B) L’un au moins des nombres m’, n est nul. La (8) se réduit à 
(i+am)(1i+an))=ı, 


Cette équation admet deux solutions, à savoir 


m=n=0, men=-—ı. 


— 


(1) Il n’y a pas lieu de considérer le cas m = 0, parce que nous sommes convenus de 
lui donner toujours des valeurs telles qu'il soit 


val. abs. (1+ 2m) > 2m’, 


ce qui n’est pas possible, tant que m’ n’est pas nul, sim = o. 
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Ainsi le cas (B) donne naissance aux six cas suivants : 


Cas. mon m. n'. 
(a)............. 0 oO oO oO 
(b)............. on oO O 
(c)-............ oo m o 
(d)............. —I 0 oO —1 
(e)............. —I nm 0 -—ı 
(f)............. —1 0 m —ı 


Le cas (a) donne : w = Q, w’ = 2’. Il n’y a donc pas à s’en occuper. 

(6) se réduit à (c), (e) à ( f) en vertu de la remarque II du n° 6. 

(d) se réduit à (a), (/)a (c) en vertu de la remarque I du méme nu- 
méro. 

Tout se réduit donc au seul cas (c), à savoir : 


w=—Q, wo’ =am'Q+Q'. 


12. Soit OACB le parallélogramme (2, Q’), où, si l’angle QQ’ est 


sigu (Ag: 9) OA=2, OB=2Q! 


s’il est obtus (fig. 10) 
8 AO =, AC=Q, 
On sait que les triangles AOB, BAC sont acutangles. Prenons sur le 


Fig. g. Fig. 10. 


D E 
G F_B C E_ 





0 


prolongement de BC les segments CD, DE égaux à BC. Comme l'angle 


NS , Po | | 
OAC est obtus, l’angle OAD l’est à plus forte raison, et le parallélo- 
gramme OAED, c'est-à-dire (w, a’), où (') 

6) = 2, wo! =Q'+ 2 92, 


ee ES SY un — — — _ u nn eee 


(1) Ici et dans la suite le signe supérieur se rapporte a la fig. 9, l’inferieur a la fig. ı0. 
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n'est pas divisé par AD en deux triangles acutangles. La même chose 
résulte a fortiorı pour les parallélogrammes dont les côtés sont : 


= Q, wo =Q'+ GQ, 
=, w= 2'+ 62, 


Prenons maintenant sur le prolongement de CB les segments BF, FG 
egaux a CB. Comme l’angle BAO est aigu, son supplément, c’est-a-dire 


“™ 
AOF, sera obtus, et le parallélogramme OAFG, dont les côtés w, w' 


sont 
sl, "eV 2Q, 


ne sera pas divisé par sa diagonale plus courte OF en deux triangles 
acutangles. La méme chose s’ensuivra a fortiori pour les parallelo- 
grammes dont les cötes sont : 


6) = Q, of = Q'S 4Q, 
a) = Q, 6)! = Q’ — 622, 


Nous pouvons donc regarder notre théorème comme parfaitement 
établi dans tous les cas. | 


DEMONSTRATION ANALYTIQUE 


DE L’EXISTENCE ET DES PROPRIETES ESSENTIELLES 


DES 


RACINES DES EQUATIONS BINOMES, 


Par M. Cu. MERAY, 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON. 


1. L’Analyse, qui est la plus abstraite des Sciences, doit fournir 
des principes à toutes les autres, sans en emprunter à aucune, sinon 
les théories s’enchainent mal et perdent tout à la fois de leur clarté 
et de leur certitude. On renverse donc absolument l’ordre naturel 
des choses quand on introduit des considérations géométriques autre- 
ment qu’à titre de simples images, dans la démonstration de faits pure- 
ment analytiques, en particulier quand on fonde la théorie de l’équation 
binôme sur les propriétés des arcs de cercle et de leurs lignes trigono- 
métriques. 

Pour faire disparaitre de l’Analyse cette tache regrettable, j'ai donné 
en 1872, dans mon Nouveau Précis d’ Analyse infinitésimale, une dé- 
monstration de l’existence des racines de toutes les équations entières 
à une seule inconnue, dont les éléments sont tirés exclusivement des 
principes les plus simples de l’Algèbre. Toutefois cette démonstration 
devient plus courte et plus nette quand on en dégage tout ce qui con- 
cerne les racines des équations binômes, dont les propriétés offrent 
d’ailleurs une importance toute spéciale à cause du rôle considérable 
qu’elles jouent dans une foule de circonstances. C’est ce qui m'a con- 
duit à traiter ces équations à part et à en proposer la théorie très 
simple que je développe ci-dessous. 
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Racine positive de l'équation 2” —R, ot R est une quantité positive. 


2. J'aurai à m’appuyer sur les theuremes généraux suivants, dont 
je rappelle seulement les énoncés : 


Si l'on n'a pas f\a,b,...)—o, la fonction rauonnelle Fa = = 
F(a,b,...) 7? 
tend vers Tab, quand x, y, ... tendent simultanément vers a, 6, .... 


3. Pour que la variante v, prenant successivement les valeurs en 
nombre illimité 


Pas Par Vas ces 


tende vers quelque limite, il est nécessaire et suffisant que la différence 
Purp — Vn tende vers séro quand n augmente indéfiniment, et cela quelque 
relation que l'on ctablisse entre n et p. 


4. Passons à l'équation 
(1) rm — Rk, 


en supposant R nul ou positif. 


SiR =0, celte équation binôme n'a d’auire racine que o. SIR > 0, elle 
a une racine positive unique qui, en même temps que R, est supérieure, 
égale ou inférieure à 1. 

Le premier point est évident. Pour établir le second, supposons 
d’abord R >1 et, appelant & une quantité positive supérieure à 1, for- 
inons la progression géométrique indefinie 


0 — 2 
u —zı, u, ui, ..., 


dont les termes croissent sans limite. Deux termes consécutifs convena- 
blement choisis w*, u«*' comprendront certainement R, c’est-à-dire 
donneront lieu aux inégalités 


fu R< urut!, 


Cela posé, soient y, le quotient et 9, le reste de la division de #, 
par m; posons u“ = 7, et faisons tendre u vers 1. 
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Les inégalités précédentes donnant 
R— wha < ubutt — aha < ube (uu —1) << R(u —1), 


la quantité w*« tend vers a. On en conclut que 77" tend aussi vers R; 


car ona 
.m ufu 
u — us ? 





où les deux termes de la fraction tendent simultanément, le numéra- 
teur vers R, le dénominateur vers ı, parce que l’entier p, reste inférieur 
au nombre fixe m (2). 


Soient maintenant 
Vs) Tay ces Many oes 


les valeurs, évidemment toutes positives, que 7, acquiert successive- 
ment quand u tend vers 1. Les relations | 


— pen — MN 
R= rn + En —_— Viasp + En+ps 


OU &,, n+p lendent vers zéro quand n augmente indéfiniment, et cela 
indépendamment de toute relation entre p et n, donnent 


poo ep ae rE, 
n+p nn — Thin + aan Iat:..+ ree 

Comme 7,, Tap finissent par surpasser toute quantité positive 7, 
choisie de manière que r, soit <R, sans quoi r, , r,,, ne pourraient 
tendre vers R, le dénominateur du second membre de cette égalité finit 
par surpasser ar) ', d'où, en valeur absolue, 


En+p— En 


./N- 1 
mrs 


"arp— Ta < 
puis 
lim (7p+p — rn) = O, 
parce que €,, &,,, tendent simultanément vers zéro. 
On en conclut (3) que r, tend versune certaine limite r, évidemment 
positive, qui est racine de l’équation (1) à cause de "= limr,’ =R (2); 
on a de plus r>1, sans quoi r” serait < R. 


SR<1, m est > ı, et l’équation y” = m admet par ce qui précède 
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une racine positive s >1. L’&quation (1) a donc pour racine la quantité 
I . ole 

r= => qui est positive, et < 1. 


Si R = 1, l’equation (1) admet évidemment la racine r= ı. 

Cette racine positive 7, dont nous venons de constater l'existence 
dans tous les cas, est la seule que l'équation (1) puisse posséder; car, 
pour toute quantité positive 7’ non =r, on ar” non — 7” et partant 
non =R. 


5. Des transformations ultérieures, ayant ce théoreme pour base, 
conduisent aux formules qui servent a combiner, par voie de multipli- 
cation, de division et d’élévation aux puissances, les racines des équa- 
tions binömes, telles que (1). Ce sont les régles du calcul des valeurs 
arithmétiques des radicaux sur lesquelles nous n’avons pas à revenir. 


Racine spéciale de l'équation x” — a, où a est une quantité imaginaire 
de module : n'ayant aucun élément négatif. 


6. L'existence du module v d'une quantité imaginaire u=(u’, u”), 
ayant w’, u” pour premier et second élément, résulte de celle de la racine 
positive de l'équation binôme du second degré 1? = uw’? +u”? (4), apres 
quoi les propositions énoncées aux n® (2), (3) s'étendent facilement 
aux quantités imaginaires. Nous aurons, en outre, à utiliser les obser- 
vations particulières qui suivent. 

1. Quand le module de u se réduit a 1, chacun de ses elements u‘, u” 
est, en valeur absolue, inférieur à 1, égal au plus, ce qui résulte unme- 


diatemeni de la condition 
ur + ur, 


11. A une quantité reelle de valeur numérique égale ou inférieure a 1 
donnée, répondent dans le premier cas 1, dans le second 2 quantités ima- 
ginaires de module 1, ayant cette quantité réelle pour element de nom 
donné. 


Quand on se donne, par exemple, pour premier élément d’une quan- 
tité imaginaire u de module ı la quantité u’ satisfaisant aux con- 
ditions —1Zu’=1, le second élément &” de u dépend de l’équation 
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(1) ur 1 — u, 


dont le second membre ne peut étre negatif. 

Si w=+1, celte équation se réduit à w”?— o et n’admet d’autre 
racine que 0; (+1,0) est donc la seule quantité de module ı qui ait w’ 
pour premier élément. 

Si u’ n’est pas = + 1, soit U” la racine carrée positive de la quantité 
alors positive 1 — w’?(4). L’équation (1) qui s’écrit aussi 


(u"— U*")(u’ + U")=0 


. donne soit uw’ = U”, soit u” = — U”, et les seules quantités répondant a 
la question sont 


(2) (ur, U’), (w, — U’). 


nt. Les deux quantités du module 1 qui ont un même premier élément 
donné non = +1, sont conjuguees, et chacune d'elles est l'inverse arith- 


metique de l'autre. 


Le premier point est évident, puisque les seconds éléments des quan- 
tités (2) sont égaux et de signes contraires. Le second résulte de ce que 
le produit de deux quantités imaginaires conjuguées est égal au carré 
de leur module commun, qui est ici r. 


iv. St le module de u restant égal à 1, l'un de ses elements décroît de 
140, puis deo à — ı, la valeur correspondante nulle ou positive de 
l'autre élément (1) croît deo à 1, puis decroit de ı ao. La valeur nulle 
ou negative de ce méme autre element decroit de o à — 1, puis croît de — 1 
ao. 

Si, par exemple, c’est w qui décroit de + 1 à 0, puis de o à —ı. 
u”?, lié à u’ par la relation(t), croît de o à 1 et décroit ensuite de ı ao. 
Si donc u” ne devient jamais négatif, il augmente aussi de o à 1 pour 
diminuer ensuite de r a 0. Et de même, s’il s’agit de la valeur nulle ou 
négative de uw”. 

v. St les quantités U=(U’, U’), u=(uw, uw) ont 1 pour module 
commun, la seconde tend nécessairement vers la première quand l'un de 
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ses elements tend vers l’element de même nom de la premiere, pourvu que 
leurs deux autres elements finissent par n'être pas de signes contraires. 


Soit, par exemple, lim(U’— a’) =0; de u?+u?=U?+U?—:1, 


on tire 
(U"— u”)(U"+ uw”) =— (U'— uv’) (U' + u). 


Si U”= 0, cette relation donne limu” =o= U”. 
Si L” non = o, on finit par avoir numériquement U’ + u” > U”, d'où 
numériquement encore 


U+ u 


ur UÜ—ıu), 


U— a" =< —— (U u) < pr 
parce que le signe final de w” est alors identique à celui de U”. On en 
conclut toujours limu’ = U”. 

On a done, dans les deux cas, limu = U, puisque l’on a simultane- 


ment limu = U’, limu”= U”. 


vi, Si les quantités u = (u,u”), v= (v',v”) ne sont pas nulles et n'ont 
aucun element négatif, le second element de leur produit ne l'est pas non 
plus et son premier element croît algébriquement quand, dans l'un des 
facteurs, le premier element vient a croître et le second a decroitre, pourvu 
que le second facteur soit invariable ou bien subisse seulement une vana- 
tion semblable a celle du premier. 


nll 


Les éléments du produit uv sont effectivement uy’ — u"y’, uw’ + ue’, 
expressions dont la nature spéciale rend évidents les points dont il 
s'agit. 

vi. Stu= (u', uw’) est une quantité imaginaire à éléments positifs et de 
module 1, cas auquel tous les termes de la progression géométrique 


MO=1,u, u?, ... 


= 


ont 1 aussi pour module commun, la différence des premiers éléments de 
deux termes consécutifs ne peut surpasser numériquement mod(u — 1). 
St, d'autre part, les premiers éléments de 


(3) w“"—ı,u, ut, .... uh, 


ne sont jamais négatifs, leurs seconds éléments. et même celui de u**' 


> 
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le sont pas non plus. En outre, ces premiers éléments des quantites (3) 
vont sans cesse en décroissant par degrés dont les valeurs numériques sont 
au moins égales ai — u. Par suite (1v) leurs seconds éléments vont sans 
cesse en augmentant. | 


La difference des premiers éléments de u*, u**' est le premier ele- 
ment de leur difference u**' — u*= u*{u — 1); numériquement done, 
elle ne peut surpasser le module de cette derniere difference qui se 
réduit amod(u— r), à cause de modu‘ = ı. 

Si wu‘ n’a aucun élément négatif, u‘+'= ufu a son second élément 
positif, puisque ceux de u le sont tous deux (vi); z par hypothèse, puis 
u? = u.u, puis u?,..., puis finalement u**' ont donc leurs seconds élé- 
ments tous positifs, | 

En supposant &k<K, les facteurs des. produits utu =u**', 
u*(1, 0) = u* n'ont ainsi aucun élément négatif; d’autre part, les pre- 
miers facteurs sont égaux, et, dans les derniers, le premier élément 
de (1, o) surpasse celui deu, tandis que le second élément de (1, o) est 
inférieur a celui de u. Le premier élément de u* est done supérieur a 
celui de u**' (vt) ou, ce qui revient au mème, les premiers éléments 
des termes de la suite (3) décroissent sans cesse. 

Soient enfin A< & des exposants tous deux inférieurs à K. On 
a (ım) 


I 
uht+t — uk ut! (: — x) =ur+t!(tı— u,u”), 
u 


puis de méme 
uk+t — yk— ukt!(1 — u, uf), 


_et aucun des éléments de w**', u‘*', (1 — w’, u”) n’est évidemment né- 


gatif. Ces deux produits ayant méme dernier facteur pendant que, 
comme on vient de le voir, les éléments de u**' sont, le premier su- 
périeur, le second par suite inférieur aux éléments correspondants de 
u‘*', le premier élément du premier produit, c'est-à-dire de u**! -— uf, 
est algébriquement supérieur à celui de w+! — u* (vi). En d’autres 
termes, l’exces du premier élément de u**' sur celui de u* surpasse al- 
gébriquement l’excès correspondant pour u**' et u*. Ces deux exces 
étant négatifs, le second est numériquement le plus grand et, dans la 
suite (3), la valeur absolue de la différence des premiers éléments de 
deux termes consécutifs va sans cesse en augmentant; elle est donc 
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toujours au moins égale a ce qu’elle est pour les deux premiers, c’est- 
a-dire à 1 — u. 

vit. St 9 =(¢, 0”) est une autre quantité de module 1 et a éléments 
positifs, le premier supérieur à u’, le second par suite inférieur à u‘, les 
éléments d'un terme quelconque de la progression géométrique 


(4) 0— 1,6, pt, ..., PR 
sont positifs a partir de ceux de v et, respectivement aussi, le premier supe- 
rieur, le second par suite inférieur aux éléments de noms semblables du 
terme de même rang dans la progression (3). 


Le point en question étant vrai par hypothèse pour # comparé à u, 
supposons-le établi inclusivement jusqu’à V, U termes correspondants 
dans les suites (4), (3). Les termes suivants sont Ve, Uu, et, dans le pas- 
sage du dernier de ces produits à l’autre, le premier élément de chaque 
facteur croît, tandis que le second décroit; donc (vi) le premier élé- 
ment de Ve est supérieur algébriquement à celui de Uw, partant po- 
sitif comme ce dernier. Ce premier élément de Ve est donc aussi nu- 
mériquement supérieur à celui de Uw. Quant au second élément de Ve, 
il est forcément positif, puisque les éléments de ses facteurs le sont 
tous eux-mêmes (v1). | 


7. Soit a ={a', a’) une quantité imaginaire de module 1, dont le se- 
cond element est positif et le premier non négatif, l'équation 
(5) TN za 
possède quelque racine de module 1, à éléments positifs. 


En appelant u =(u’, u”) une quantité de module ı a éléments posi- 
tifs, formons la progression géométrique indéfinie 


u°—1,u,ui, ..., 


dont tous les termes ont 1 aussi pour module commun. 

Si les premiers éléments de ces puissances restent non négatifs jus- 
qu'à celui de u® inclusivement, ils décroissent à partir de 1 par degrés 
au moins égaux à 1 — uw’ (6, vm) et leur diminution totale est <1. Il 
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faut done que G(1 — u’) soit $1, c’est-à-dire que G ne surpasse pas le 
T 
I—U 





plus grand entier E contenu dans ‚ De la résulte l’existence d’un 


certain entier K, = E tel que les premiers, et par suite les seconds élé- 
ments de | 


(6) | u0—=1,u,u?,..., aks, 


ne sont jamais négatifs, mais tel aussi que le premier element de u***' 


l'est certainement (6, vit). 
Le premier élément a’ de a, n'étant ni Lo ni > 1, tombe nécessaire- 
ment entre ceux de deux termes consécutifs de 


uw—1, u, ut, ..., ufr, butt, 


qui décroissent sans cesse, de 1 à quelque quantité négative; ce sera, par 
exemple, entre ceux de u, u*' où A„<K,, et l'excès de a’ sur le pre- 
mier élément de w% est numériquement inférieur au même exces 
pour w«*', par suite et à plus forte raison à mod (u — 1) (6, vn). 

A présent, faisons tendre w’ vers 1; u, dont le second élément n’est 
pas de signe contraire à celui de ı=(1, 0), tend aussi vers 1, 
mod (u — 1), vers zéro, et aussi, à plus forte raison, la différence entre 
les premiers éléments dea et u‘; u*. tend donc vers a, puisque les se- 
conds éléments de ces quantités sont tous deux positifs (6, v). 

Si {us Pu désignent le quotient et le reste de la division de 4, par m, 


ona 
uk 
up 





UM u — 


et limuf. = 1, parce que l’entier p, ne peut surpasser le nombre fixe m; 
u™% a donc aussi a pour limite (2). 

Appelons a,, &,, ..., %q, ... les valeurs successives que prend wx 
quand wu’, avec u, tend vers 1. Quel que soit 7, les termes de la progres- 
sion géométrique 


0 __ 2 m 
(7) An], Any As... An 


ont, comme ceux des progressions analogues a (6) dont ils font partie, 
leurs modules égaux a1, leurs éléments positifs à partir de ceux de «,, 
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les premiers decroissant, les seconds croissant, et, pour 7 infini, ona, 
comme nous venons de le voir, 


limaf=.a. 


Soit maintenant «,=(«,,«,) une quantité invariable de module ı 
et a éléments positifs dont le premier satisfait à l’inegalite 


, 1/1—a'\? 
% >I—- ) 
2 m 


d’où mod(a,— ı)< —e à cause de mod(,— ı)=yalı — «,). 








Comme les premiers éléments des termes de la progression 


(8) A — 1, Ay, A, ..., 0 
decroissent à partir de ı par degrés égaux numériquement à 


i—a’ , 
» ils seront tous al- 





mod(«,— 1) au plus et, par suite, inférieurs à — 


gebriquement supérieurs a a’, partant positifs; de plus leurs seconds 
éléments seront également positifs et par suite croissants (6, vit). 

Le premier élément de «, finit par rester inférieur à celui de «,, car 
autrement (6, vit) celui de «, ne finirait pas non plus par tomber 
au-dessous de celui de a ; il ne tendrait pas vers a’ qui est inférieur au 
premier élément de «, et, contrairement à ce qui a lieu, «7 n'aurait 
pas @ pour limite. On en conclut que les éléments des quantités (7) 
finissent tous par rester les premiers inférieurs, les seconds supérieurs 
aux éléments de noms semblables dans les termes de mêmes rangs de 
la suite (8). 

Finalement, des relations 


A= On +En = Anıpt Entp 
où &,, + tendent vers zero quand 7 augmente indéfiniment, on tire 


En+p— En 


(9) An+p— An — x t m—? Mi. 


Chaque terme du dénominateur qui est de la forme «,,, 2,, où 
r+s=m- ı, est le produit de deux facteurs dont les éléments sont 
positifs et finissent par rester, les premiers inferieurs, les seconds su- 
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périeurs aux éléments semblables et aussi positifs du produit 
«a, = a; '. Il en résulte(6, vi) que les éléments de ce terme finissent 
également par étre constamment le premier inférieur, le second supé- 
rieur aux éléments semblables de «{'. En appelant donc A” le second 
élément de a>‘, celui du dénominateur et, a fortiori, son module fini- 
ront par rester supérieurs à mA”. 

A partir de ce moment, la relation (9) donne 


mod (En+p — En ) ) 


Mmod(@,+p— en) < At 


d'où 
lim (An+p— on) = 0, 
quand n augmente indéfiniment, quelque relation que l’on puisse éta- 


blir entre p et cet indice. On en conclut (3) que «, tend vers une cer- 


taine limite « de module 1 comme «,, et qui est racine de l’équation (5) 
à cause dea” = lima, — « (2). 


8. L’équation (5) possede d’autres racines, comme nous le verrons 
plus loin, mais celle-ci s’en distingue par des particularités qu’il faut 
noter. 


_ Les termes de la progression géométrique 
(10) a—1, «x, «?. ...,a"— «a, 


limites des termes correspondants de la suite (7), ont comme eux desélé- 
ments non négatifs et «’, premier élément de «, est au plus égal à «,, 
comme limite de celui de «, qui finit, ainsi que nous l’avons reconnu, 
par rester inférieur à cette quantité. Les degrés de décroissance des 
premiers éléments des quantités (10) sont au moins égaux numérique- 
ment à 1 — a’ (6, vi) et par suite à 1 — «, qui n’est certainement pas 
supérieur à 1 — @’. Il en résulte que, dans la suite (10), les premiers 
elements decroissent bien réellement de ı à a’, les seconds croissant 
de o à a” et tous restant positifs, en particulier ceux de «. 

On remarquera, en outre, que l'équation (5) n’a aucune racine de 
module 1 et à éléments positifs dont le premier surpasse «’. Effective- 
ment, en appelant $ une racine de cette espèce, les termes de la progres- 


sion 
6°—1, 6, B®, 9 Br 
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auraient tous des éléments non négatifs et les premiers (à partir def) 
supérieurs à ceux des termes correspondants de la suite (10) (6, vun). 
Le premier élément de 8” serait donc supérieur, partant non égal à 
celui de a” = a. 


Racines de l'équation x” = 1. 


9. En appelanti = {1,1 ) la racine spéciale de l’equation 
r™@—i, . 


dont nous avons implicitement constaté l'existence aux n° 7, 8, les4m 
quaniités de module ı 


2 — 
b, 0", ..,m ı, 
m+i DIN — 73 —. 
(1) t y eee, COM UE — I, 

2 1 an — 73 — ; 
ent! ey OM VP, 


grmHl, u, ALL — Ü— I 


sont distinctes et constituent l'ensemble des racines de l'équation 
(2) remy, 


Dans la premiere ligne du tableau (1) les éléments ne sont jamais 
négatifs et vont les premiers en décroissant dev’ à o, premier élément 
de 1” =z = (0,1), les seconds en croissant de :” à 1, second élément 
de i (8). Deux termes quelconques de cette ligne ne peuvent donc 
ètre égaux. 

En posant généralement  =(t,, ¢,), on a 


m — __ . „0 
cme? zur IZ = (— bg, tg), 
am — sm — — ! ” 
ung — ıL 9 — — (7—(—t,, — ty), 
3m+g— ‚3m — 19 4 

L ı—ıL og — — 117 (to, — to): 


Ces formules évidentes, combinées avec ce que nous savons sur la 
première ligne de notre tableau, montrent que les éléments vont : dans 
la seconde ligne, le premier en décroissant de — ¢” à — 1, le second 
en décroissant aussi de ¢’ à 0; 

Dans la troisième, le premier en croissant de — : à o, le second en 
décroissant de — "a —1; . Ä 

Dans la quatrième, le premier en croissant de ¢’ a1, le second 
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en croissant de — ¢’ à o. Il résulte évidemment de cette discussion que 
dans les trois dernieres lignes du tableau (1) les termes different aussi 
les uns des autres et de ceux de la premiere. 

A cause de 


cbe—7 (og — pmM—] et e+? (Mn - I mn — — I, 


on a (6, im) 
(0, m—gs Uy m—g) = (tgs ~~ to) (nage Um+g) = (— Um Un-qg)- 


Si donc on écrit les quantités (1) sur un cercle en conservant leur 
ordre de succession, deux d'entre elles sont conjuguées quand elles 
sont équidistantes de ı (et de — 1); au lieu de cela, leurs éléments 
sont les seconds égaux, les premiers égaux, mais de signes contraires, | 
quand elles sont équidistantes de x (et de — 2). 

Toutes ces quantités satisfont évidemment à l’equation (2) à cause de 


Il nous reste ainsi à constater qu'aucune autre 6 =(6’, 6”) ne peut 


jouir de la même propriété. 
Si d'abord le module de 6 est 2 1, on a aussi 


mod #21, d’où "non —1. 


Si, en second lieu, 9 a 1 pour module avec des éléments tous deux 
positifs le premier > v’, les éléments des termes de la suite 


9, 9%, ..., 0m 


‚sont positifs et, respectivement, les premiers supérieurs, les seconds 
inférieurs à ceux des termes correspondant, de la premièreligne denotre 
tableau (6, vin). En particulier, 6” a des éléments positifs et ne peut 
ainsi se réduire à aucune des quantités z, — 1, — 4, 1; l'égalité 


(gm — ¢)(9"+1)(0"+ 1) (6"—1) = F"™—1 =O 


est donc impossible. 

Si, en troisieme lieu, 9 a pour module ı avec des éléments positifs 
tombant le premier entre ceux de t*, ı**' racines consécutives de la 
première ligne du tableau (1), le second par suite aussi entre ceux des 
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mémes racines, considérons les rapports 
n= (ni, n")= OF, Tell, Cr) ett: G 


qui, tous deux aussi, ont ı pour module. Leurs éléments sont tous po- 
sitifs; effectivement, n étant aussi égal à (0’, 6”) (t,, — ¢,) (6, m1), ona 


n'— 0! + Ou, n'=—8% +06", 
quantités positives parce que t,, ¢,, 9’, 6” le sont et satisfont aux iné- 
galités 6’ < ¢,, 6” >«,; de même pour &. On a, d’autre part, 


n£ — t, d’ou ng — "= re 
et, par suite, 
n'> V, > ', 


puisque »’, &’ sont l’un et l’autre << 1. On ne peut donc avoir 


Oim— 1, 


car autrement on aurait aussi 


ni" — Gsm. yomk — I, 


et l’equation (2) admettrait une racine » ayant ı pour module avec 
deux éléments positifs, le premier > ¢’, ce qui ne peut être comme 
nous venons de le voir. 


Si enfin 6 est une quantité de module 1 ayant des éléments l’un né- 
gatif, l'autre positif ou négatif, on peut évidemment poser 


6—6,t ou = 0 X(—1) ou do x (— ë), 


6, désignant quelque quantité de module 1 à éléments positifs, et 6, 
ne peut figurer dans la première ligne du tableau (1), sans quoi 6 coin- 
ciderait avec l’une des racines des trois dernières lignes. On a ainsi 


6" non —1:1, d’où aussi "non =ı, 
à cause de l'égalité évidente 
oom — 697. 
10. En posant 1‘ = v, les racines de l'équation 


(3) TM = I 
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sont les m quantités de module ı 
(4) u, u?, ui, ..., mi Um, 


Toute racine & de l’équation (3) satisfait aussi a l’équation (2), à 
cause de 
gem = (Em) —1; 
il en résulte 
c=, 
k désignant quelqu’un des entiers 1, 2, ..., 4m. 
Soient g le quotient et r < 4 le reste de la division de & par 4. Ona 


~— eg ur, d’où (LE) — (mg rm — rm. 


Si donc ¢* est racine de l’équation (3), il faut que r soit nul, faute de 
quoi l’on äurait 


rm =0ou m, ouam, ou3m, d'où t”” — out, ou—1, ou — 2, 


et partant 
non — 1. 


Il faut donc que Ë soit de la forme 


v7 — v7, 


q désignant l’un des entiers 1, 2, ..., m, c’est-à-dire que & soit l’un 
des termes de la suite (4). 
Tous les termes de cette suite satisfont d’ailleurs à l'équation (3), à 
cause de 
(um — mk— ı, 
41. Il y a plusieurs observations intéressantes à faire au sujet de ces 
racines. 


1. Elles comprennent toujours 
1 —= vt qi 


ony frouve en outre 


si mest pair, et de plus 
m am 
I=u* =", — iu! = 2 


sim est divisible par 4. 
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u. Les racines t, 2,02, ... et v? = ı?""? si m est impair, ou 


m 





an __ 


ut —1 sim est pair, ont leurs seconds elements positifs ou du 
moins non négatifs, et leurs premiers elements vont sans cesse en décrois- 


m+i 


sant. Les racines 1,0", v"~?, .. etu? , stm est impair ou vv?" = — 1, 
sont respectivement conjuguees aux précédentes. 





Tout ceci résulte de l'étude que nous avons faite du tableau (r). 


m. Cette racine v, dont les m premières puissances donnent ainsi 
l'ensemble de toutes les racines et dont aucune puissance d’exposant 
< mn’est égale à 1, est ce que l’on nomme une racine primitive de l'é- 
quation (3). Il v a d’autres racines primitives, mais celle-ci se distingue 
d’elles et de toutes les racines par cette particularité que de toutes les 
racines a seconds elements positifs, elle est celle dont le premier element 
est le plus grand, ou bien encore dont la difference à l'unué a le plus 
petit module. 

Effectivement, si 6= (6’, 6”)est une quantité de module r, le carré 
de mod (8 — ı) se réduit à 2(1 — 6’) et décroit ainsi toujours quand 6’ 
augmente. 


iv. La racine v"-'— u”! conjuguée de v est également primitive, car 
ses puissances fournissent aussi, quoique dans l’ordre circulaire inverse, 
toutes les racines de notre équation. 

Son premier élément est égal à celui de » et par suite le module de 
son excès sur l'unité est égal à mod (v — 1). Elle ne diffère de v que 
par le signe du second élément, qui pour elle est négatif. 


v. Les racines (4) ayant ı pour module commun se notent graphi- 
quement par des points situés tous sur la circonference qui a l’origine 
pour centre et l'unité pour rayon. 

La distance de deux points correspondant à des racines contigués est 
constante et égale à 


mod (v—1)= mod (vu! — 1). 


On a effectivement 


mod (v*+!— 34) = mody*. mod (” — 1) = mod(v — 1). 
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Le polygone fermé de m côtés, obtenu en joignant chacun de ces points 
an suwant, est donc équilatéral, partant régulier, puisqu’il est inscrit 
dans une circonférence. 

En joignant ces points de diverses manières, on peut obtenir d’autres 
polygones réguliers, mais dont les côtés sont toujours plus grands que 
ceux du précédent. Effectivement, l'expression générale de ces côtés 


est 
mod (v*— u#) = mod (v*-4— 1); 


@ 
comme Anon =f, elle a sa plus petite valeur quand A—A = +1 (m), 
c'est-à-dire quand les extrémités du côté considéré correspondent à des 
racines qui sont contigués dans la suite (4) écrite circulairement. 
On peut nommer polygone principal des racines ce polygone régulier 
de moindre côté. Il est symétrique par rapport à l’axe des quantités 
réelles et l'un de ses sommets coincide toujours avec le point ı. 


vi. En marchant sur le polygone principal de manière à rencontrer 
les racines dans l’ordre où les engendrent les puissances successives 
de v, on fait une seule fois le tour de l'origine dans le sens de rotation 
direct, ce qui résulte immédiatement de la manière dont varient simul- 
tanément les éléments des termes des suites (1) et (4). Pour ce motif, 
on peut nommer » la racine principale directe de l'équation (3). 

Au contraire, on fait dans le sens de rotation retrograde le tour de 
l’orıgine, mais toujours une fois seulement, en marchant sur le polygone 
principal, de manière à rencontrer les racines dans l’ordre où les four- 
nissent les puissances de v-'. On peut aussi nommer u”' la racine prin- 
cipale rétrograde de l'équation (3). 

Ces propriétés graphiques des racines principales ont une très grande 
importance dans la théorie des fonctions qui se forment par des raccor- 
dements de séries entières. 


12. Quand m augmente indéfiniment, chaque racine principale tend 
vers 1 et, par suite, le côté du poly gone principal vers zero. 


En écrivant 1 au commencement de la première ligne du tableau 
(1), on obtient une progression géométrique dans les termes de laquelle 
les premiers éléments décroissent de 1 à o par degrés au moins égaux 
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a ı — (6, vi). On a donc 


1 9 7 bad . ® e 
I—U< a d'où lim ¢=1=—limt=—lime=—limy, 


parce quet conserve ı pour module (6, v). 


13. Chaque racine principale de l’equation (3) est la q‘*"* puissance 
de da racine de même nom de l'équation 


TIM — 1. 


En appelant, par exemple, 9 la racine principale directe de cette der- 
nière équation et en raisonnant comme nous l'avons fait pour les 
équations (2) et (3), on aperçoit facilement que les racines de l’équa- 
tion (3) sont celles des puissances 


D, 93, ..., 97% 


dont les exposants sont multiples de g et que, parmi les puissances de 
cette espèce dont les seconds éléments sont positifs, 9? est celle dont 
le premier élément est le plus grand. 


Racines d'une équation binôme quelconque. 


14. Quelle que soit A = (A’, A”) l'équation binôme 
(1) zn — À 


possede au moins une racine. 


Cette proposition a déjà été établie dans le cas où A est une quantité 
réelle 20 (4) et dans celui où, étant imaginaire, elle a ı pour module 
avec des éléments non négatifs (7). Il nous reste donc à examiner seu- 
lement les cas suivants: 

1° Si A se réduit à — 1 = 2°? ou à —i =2’*, le carré ı? ou le cubes? 
de la racine: de l’équation (2) du n° 9, ou mème de toute autre racine 
de cette équation, satisfera évidemment à celle dont il s’agit. 

2° En supposant toujours mod À = 1, trois cas peuvent encore se 
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présenter : 
L............... A'<0, A">0o; 
| | A'<o, A’ <0; 
H.............. A’>0, A’<o. 


La division de A pari, 2? ou i? suivant la circonstance rend ses deux 
éléments positifs et, par suite, (7) donne la certitude que la nouvelle 
équation ainsi obtenue possède au moins une racine. En la désignant 
par a, il est évident que l’équation proposée admet pour racines ta dans 
le premier cas, ı?a et ı?« dans les deux autres. 


3° Si modA non = 1, soient R ce module et a la quantité - dont le 


module est 1. Les équations «” = R, x” = a ont certainement une ra- 
cine au moins chacune, comme on l’a vu précédemment. Si l’on nomme 
r, a ces deux racines, le produit ra est une racine de l’équation pro- 
posée, à cause de 

rMat—#Ra— A. 


15. En appelant p la racine de l'équation (1) dont nous venons de re- 
connaître l'existence (ou même une autre quelconque), les racines de cette 
équation sont les m quantités 
(2) pv, pu, ..., PU" =p, 

v, v7, ..., 0" désignant toujours les racines de l’ equation (3) du n° 10. 


A cause de p” = A, l'équation (1) peuts’écrire 


. z\” 
zZ” —=p” ou bien encore (2) =I, 
d'où (10) 


T 
5 = OU VU, OU v*, ..., ouv”, 


et x est égal à l’une ou à l’autre des quantités (2) qui, d’autre part, 
satisfont évidemment à l'équation considérée. 


16. Les quantités v, v?, ... v” ayant 1 pour module commun, les 
racines (2) ont toutes un même module r qui est la racine m'*™® positive 
de R = modA, car l'équation (1) entraîne évidemment (mod x)” = R. 


On arz ı selon que l’onaR3 ı. 
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Ces racines se notentdonc graphiquement par des points tous situés 
sur la circonférence qui a l’origine pour centre et r pour rayon. 

La distance de deux points qui correspondent à deux racines conti- 
gues de la suite (2) ecrite circulairement est constante et égale a 
r mod (vu — 1) à cause de 


pv*+! — puk = puf(v—.ı). 


En les joignant donc deux à deux dans l’ordre où les racines sont 
écrites, on obtient un polygone équilatéral, partant régulier, puisqu'il 
est inscrit dans une circonférence. 


SUR LES 


FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES 


PROVENANT 


DES SERIES HYPERGEOMETRIQUES DE DEUX VARIABLES, 


Par M. Emitr PICARD, 


CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES. 





On sait que les intégrales 


h 
f u's-*(u —1)%-!(u — x)! du, 
LS 

où g et A désignent deux des quantités o, I, æ et ©, satisfont à une 
équation linéaire du second ordre E; c’est, aux notations pres, l'équa- 
tion qui donne la série hypergéométrique. Dans son célèbre Mémoire 
sur l'intégration algébrique de cette équation (Journal de Crelle, 
1.75), M. Schwarz signale incidemment un cas particulier remarquable : 
c’est celui où les trois expressions 


A+b,—1, A+6,—1, 84+6,—1 


seraient toutes trois égales respectivement à l’inverse d'un nombre 
entier positif; dans ce cas, si l’on désigne par w, etw, deux intégrales 
de l’équation E, la relation 


donnera pour x une fonction uniforme de z. Ces fonctions, définies 
seulement à l’intérieur d’un cercle, rentrent dans la classe de ces fonc- 
tions uniformes d’une variable, que M. Poincaré a désignées sous le 
nom de /onctions fuchsiennes. 
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Envisageons maintenant les intégrales hypergéométriques de deux 
variables 


h 
f us! (u —1)s-!(u — eye" (Cu — y} du, 
8 


où g et A désignent deux des quantités 0,1, x, y et æ. 

Ces fonctions de x et y satisfont à un système S de trois équations 
linéaires aux dérivées partielles, ayant trois solutions communes linéai- 
rement indépendantes; c’est ce qu’on peut voir dans mon travail sur 
une extension aux fonctions de deux variables du problème de Rie- 
mann, relatif aux séries hypergéométriques (Annales de l'École Nor- 
male, 1881), et, en se plaçant à un autre point de vue, M. Appell a 
aussi rencontré ce système S d'équations aux dérivées partielles dans 
son Mémoire sur les fonctions hypergéométriques de deux variables 
(Journal de Mathématiques, 1881). 

Désignons par o,, w,, ws trois solutions linéairement indépendantes 
du système S et formons les équations 


We O3 
9 9) 


= l. 


Je me suis proposé de rechercher les cas analogues à ceux de 
M. Schwarz, où ces deux équations donnent pour x et y des fonctions 
uniformes de z et t. Ces cas sont ceux où, considérant deux quelconques 


des quantités 
À, p, bi et b, 


soit, par exemple, x et b,, la difference 
A+ 6,—1 


est égale à l’inverse d’un nombre entier positif; de plus, si l’on prend 
trois quelconques des mêmes quantités, soit, par exemple, 2, u et b,, 


la différence 
2—À—p— b, 


sera égale encore à l'inverse d’un nombre entier positif. 
Les fonctions uniformes x et y de z et de ¢, données alors par les 
équations 


Ge Ws 
— 5, — —={, 


Or @; 
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ne sont pas définies pour toute valeur de z et de £. On peut choisir w,, 
w, et ws, de telle sorte que le domaine dans lequel elles sont détermi- 
nées soit l’intérieur de l’hypersphère 


SR HS RER LE — 1, 
en posant 
= 5'+ 13”, t= tl +’. 

Ces fonctions rentrent dans la classe de ces fonctions de deux varia- 
bles, que j'ai appelées hyperfuchsiennes, et dont je me suis occupé dans 
différents Mémoires. 

Dans la première Partie de ce travail, je reprends l'étude des fonctions 
fuchsiennes qui proviennent de la série hypergéométrique d’une va- 
riable, en suivant une marche qui s’étendra facilement au cas des series 
hypergéométriques de deux variables; c’est ce qui est développé dans 
la seconde Partie. 


PREMIERE PARTIE. 


1. Avant de nous occuper du cas de deux variables, nous allons 
nous arrêter sur les fonctions fuchsiennes qui naissent des séries hyper- 
géométriques d’une variable. Considérons donc les expressions 


h 
(1) f ud (u — 1) -!(u — x}! du, 


où g et A désignent deux des quantités 0, 1, x eto. Elles satisfont a 
une équation linéaire du second ordre, qui est bien connue; soient w, 
et w, deux intégrales linéairement indépendantes de cette équation, et 


: ° 1 G) ee 
considérons le rapport — que nous désignerons par z. Tragons, dans 
2 


Fig. ı. 


le plan de la variable x (fg. ı), deux coupures, dont l’une va du point o 
au point 1, l’autre du point ı à l'infini. Si l’on assujettit x à ne pas 
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franchir ces coupures, le rapport z ne peut pas prendre la méme valeur 

en deux points x et x’ ou, en d’autres termes, au plan de la variable x, 

avec les coupures qui y sont tracées, correspondra d’une maniere uni- 

forme, au moyen de la relation 
Gp 
u, 

Ge 
une certaine portion du plan sur lequel est représentée la quantite 
complexe z. 

Je vais donner de ce fait une démonstration qui pourra s’étendre 
immédiatement aux fonctions hypergéométriques de deux variables. 
Nous ne considerons d’ailleurs que le cas où 4, 6, et 5, sont réels; de 
plus, nous supposons 


b,>0, b&>0, A>o, b8+6,+A<2; 


ce sont les conditions pour que toutes les intégrales (1) aient un sens. 
Aux deux coupures déja tracées (0,1), (1,20), ajoutons la coupure 


Fig. 2. 





(x, o) ne rencontrant pas les précédentes, et supposons-les tracées sur 
le plan d’une variable u (fig. 2); envisageons l’intégrale 


u=f uo! (u —1)%-!(u — x)! du = f dv 


6 


en posant 
dv = utit(u —1)4-"(u — r)—"' du, 


où nous supposerons que le chemin d'intégration ne traverse aucune 
des coupures. 

Nous devons chercher quelles relations il y a entre les valeurs 
de U en des points correspondants situés de part et d’autre d’une 
même coupure; soient d’abord m et m’ deux points sur (1, 20 ): on aura, 
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en désignant par U’ la valeur de U en m’, 
U’— UVe%+d+d,)eri D (1— etk+b,+6,)2mi) f dv 


um 


ou 


(1) V! = VeltA+6,+4,)20i 


f{ dv — f dv 2 
V — Un Us 


— OJ 2 


i © 
fi aw—f de 


On aura de la même manière, en considérant la seconde coupure (0, 1), 


en posant 


1 . o 
U'— U e+e, ani EL e(h+b,)2Ti (etirb, _ of dv + (1 _ ermidebytby) | dv 
Uo Ug 


et, par suite, 
(2) V'— e(A+d,) ani V+ e2hi(rA+6,) (errib, _ 1). 


Considérons enfin la troisième coupure (0, x), 


0 
lle 


1 CE 
lle Hg 


el, par consequent, 


0 { 
[ æ-f ae 


tie _“ — 
[ æ-f dv 


( 3) V'— emiV + (ROH _ e?mi) s+ (eIRO+d, +61 _ ert!) 


(e(A+6,)2%i _ ext) + (ei+b,+b,eni _ eitil) 
ou 


en posant 


a — 
[ #- dv 
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On remarquera que le numerateur et le dénominateur sont deux 
intégrales de l’équation différentielle hypergéométrique. 

Ceci posé, nous allons employer un mode de raisonnement analogue 
a celui dont a fait usage M. Poincaré dans les considérations qu'il a 
présentées sur les fonctions inverses, auxquelles on est conduit quand 
on regarde les coefficients d’une équation linéaire comme fonctions de 
ses invariants fondamentaux (Sur les groupes des équations linéaires, 
Agia mathematica, t. IV, p. 216). 

Reprenons la fonction de u 

u =» 
fo a [ à 


V __ © ta 


[ «- ("a 


e te 


On a tracé, dans le plan des u, comme il a été dit, les coupures 
(© ,1), (1, 0), (0, x); quand u parcourra son plan, sans franchir ces 
coupures, V parcourra une certaine région R. Cette région sera ana- 
logue-aux polygones générateurs des groupes fuchsiens, mais elle 
pourra se recouvrir partiellement elle-méme. Elle aura six cötes et ses 
sommets sont faciles à obtenir; ce sont, d’une part : 


j etintÀ+b,) __ pit _ errid+b,+b,) _ pti 
(1°) 0, th 178 4 — e/a ~ 1 — etin\ 
et, d'autre part, 
(2°) 0, A, Ay, Ay 


a, etant egal au dernier terme de la ligne precedente, tandis que a, 
est le transformé de ı par la substitution (1), et a, le transforme de 
1+ z par la substitution (2). On voit que ces sommets et les substitu- 
tions (1), (2) et (3) ne dépendent que du rapport s. La région R n'est 
pas entierement déterminée quand on se donne 3; on peut en effet 
faire varier la forme des côtés (1) et il y a alors des variations corres- 
pondantes pour les côtés conjugués (2). Ceci posé, il n'y a plus rien a 
changer au raisonnement fait par M. Poincaré (p. 220 et 221 du 
Mémoire cité); nous allons le reproduire succinctement. 

On peut toujours tracer les coupures, de maniere que les cötes (1) 
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aient telle forme que l’on veut, et par suite, s’il existe deux fonc- 
tions V, correspondant à deux valeurs différentes x, et x, de x, et pour 
lesquelles le rapport de z, évalué comme nous l’avons indiqué, aurait 
la même valeur, on peut toujours supposer que la région R est la 
même dans l’un et l’autre cas. 

Soient donc V, et V, les deux valeurs de V correspondant à x, et 
à x, ; on montre de suite que ces deux fonctions de u, qui correspon- 
dent à la même région R, doivent être liées par une relation de la forme 


AV, Vet BV, + CV: + D = O, 


et, comme elles ont la même valeur pouru —o,u —1,u—,onen 


conclut que 
Vi= Vs; 


par suite on aura nécessairement x, = x,, comme nous voulions l’eta- 
blir. 


2. Nous voulons maintenant considérer le cas, signalé par 
M. Schwarz, où l’inversion du quotient de deux intégrales de l’équa- 
tion différentielle hypergéométrique conduit à une fonction uniforme. 
Reprenons donc l'équation du second ordre 


IV 4,(@—1)-+ bz+(A—2)(az—1)] 
+ (A—1)(6, + b:+A—2)y=0, 


a laquelle satisfont les intégrales 


h 
[ ud (u —ı)a(u— z)Idu (g,h=0,1, 2,0). 


ug 


On sait que, dans le voisinage de x = o, on peut trouver deux inté- 
grales de l’&quation E, dont le rapport dans le voisinage de l’origine 
peut se mettre sous la forme 


ai+b,-1p (x), 


P(a) étant holomorphe et different de zéro pour x = o. 
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De même, pour x = 1, on aura 


| (x —1) #41 Q(x) 
et enfin, pour æ = ©, 


I 
w'6,+6,-1 R (x), en posant TI = T° 


Pour que l'inversion se fasse d’une manière uniforme, il faudra que 
les trois nombres 
A+ 6,—1, A+ b6,—1, b,+ b,—1 


soient les inverses de nombres entiers. Soient donc 
1 I I 
A+6,—1=—) A+6b,—1= —; b,+6,—1=-, 
m n p 


m, n, p étant trois entiers que nous supposons positi/s. Nous aurons 
done 


Nous voulons d’ailleurs, d’après ce qui a été dit au n° 1, que 
b,> 0, b,> 0, A> 0, b,+ b6,+A> 2; 


les trois premieres conditions sont remplies, quels que soient les en- 
tiers positifs m, n, p, et, quant à la dernière, elle revient à 

I I I 

mon’ p~” 

que nous supposerons satisfaite. 

. Quand 4, 6,, 5, ont les valeurs écrites ci-dessus, l’inversion du quo- 
tient de deux intégrales conduit 4 une fonction uniforme; c’est ce que 
nous allons maintenant établir. Reportons-nous à cet effet aux substi- 
tutions fondamentales du groupe, telles que je les ai données récem- 
ment (Bulletin des Sciences mathématiques, aoüt 1885). En désignant 
par w, et w, deux solutions convenables de l’équation (E), les deux 


Wr 
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substitutions fondamentales du groupe peuvent s’ecrire 


(S,) [w1, Wa, eb, +d) in Wi) Wet (e-2(6, +d) me __ e—2iT) ay ], 


(S,) [01 We, © + (e2(6,+d) ix — e’hit) Gs, etl6,+dir ws J. 


e HJ e a 
St nous posons — = 5, nous aurons pour 2 les substitutions 
2 


e—2(6, +A) iT z 
(oi) [= TE GT HE FRE |? 


I + (et, +A) Ri _ e—?hit) z 


(oc) [3, e-:b,+V) iR = + (1 — e28,7i)]. 


Nous allons montrer que l'on peut trouver un cercle qui est trans- 
formé en lui-même par les substitutions (¢,) et (o,). On peut mettre 
l'équation d’un cercle sous la forme 


(C) Ass,+Bs+B,5,+C=o0, 


où A et C sont réels, B et B, étant imaginaires conjuguées ainsi que 
2 ct 3,. 

En écrivant que ce cercle est transformé en lui-méme par la substi- 
tution (s,), on obtient les deux équations 


B(1 — e247!) + B,(ı — erst) + C(e-,7! — 1) (2.8 1) = 0, 
B (e%(6,+4) ri _ 1) = C(1— e477), 


et l’on voit que la premiere est une conséquence de la seconde. 
Pareillement, la substitution (6,) conduit aux deux équations 


B (1 — e— 26,51) + B,(1— e+26,T/) +A(ı— e2b,rl)(] — er, Ti) — 0, 
B(et6,+hri _ 1) —A(ı — eb;ti), 


qui se réduisent aussi à la seconde. 
On a donc seulement les deux équations de condition 


B (e2(6,+)) nt _ 1) = A(1— et), 
B (e2(6, +4) m4 _ 1) = C(1— et), 


(1) 


Il faut qu’on puisse satisfaire à ces équations en prenant A et C reels. 
On voit de suite qu’il en est ainsi, car on peut remplacer la seconde 
équation par la suivante 


A= (e2%5,! —1) (e2%(b, +A) 2 _ 1) 
(e?%,/ 7) (ern _ 1) ’ 
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et l’on s’assure sans peine que le coefficient de C est réel, en remar- 
quant qu'il ne change pas quand on changez en — 1. 

On aura par suite le cercle ainsi completement déterminé; nous 
devons chercher si ce cercle est réel. Il faut pour cela que 


BB,— AC > 0; 


en faisant le calcul, on ramène immédiatement cette condition à l’iné- 


galité 
(errki — 1) (e? Thai — e-2rtb;+hi)(i — embii)(1 — e-2%,!) > o. 


Le premier membre est une fonction réelle de A, soit (A), qui se 
discute facilement; laissons 5, et 6, fixes, et faisons varier à entre 

Oo et 2 — b, — De, 
cette dernière limite étant inférieure à l’unité, puisque 6, + b, = 1 + 5° 


La fonction 9(\) s’annule pour À — 0 et pour À = 2 — 6, — b,, et 
elle ne s’annule pas dans l'intervalle. Il nous suffira, par suite, d’avoir 
son signe pour une valeur intermédiaire. Or on a 


o<ı b,<2 — b, — b,; 


nous pouvons donc substituer À = 1 — 5, et l’on voit que pour cette 
valeur l’inégalité (2) est vérifiée. 

Il existe donc un cercle réel C, que les substitutions (s,) et (5,) trans- 
forment en lui-même, et ce cercle est donné par les relations (1). 


3. Reprenons maintenant l'intégrale 


[ ub-t(u—i)hst(u — 2)! du, 


tly 


ou‘, à, et 5, ont les valeurs indiquées. Cette intégrale sera une inté- 
grale abélienne correspondant à la relation algébrique entre v et u 


v= us (u—1)4-'(u — rt, 


Elle sera d’ailleurs de premiere espèce, puisqu’elle reste finie pour 
toute valeur de u. Les périodes de cette intégrale peuvent s’exprimer 
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a l’aide de w, et w,, considérées au paragraphe précédent; elles se 
partageront en couples de la forme 


ko, As, 


où les A sont des constantes, c’est-à-dire des quantités indépendantes 
de x. On sait, d’apres Riemann, qu’en désignant par 


(2, (2, °….. 235 
les périodes 2p d’une intégrale abélienne de premiere espece et posant 


QQ. ant br i, 


ona 
Zcix(a;bx — axb;) <o, 


où les c sont des entiers. Cette proposition, appliquée au cas actuel, 


La ® Ww ° » 
nous montre qu’en écrivant, comme plus haut, Fr. = 3, on aura l’iné- 
2 
galité 
a 350 + B3 + Boso + y <0, 


où x et y sont réels, ß et ß, étant imaginaires conjugués. 
Jl est évident d’ailleurs que eette inégalité ne doit pas changer, 


quand on effeetue sur w,, w, une substitution quelconque du groupe 
(s,), (62); par suite le cercle 

. ‘2559+ P3 + Boo + y — 0 
doit se confondre avec le cercle trouvé plus haut 
(C) A:z+B:+1B,3 + C=, 


et nous arrivons, par suite, à cette-conclusion : w, et w, étant les deux 
solutions de l’equation linéaire hypergéométrique (E), que nous avons 
considérées précédemment, si l’on pose 

Wa 


— #5 
— 17 


le point z reste toujours, quand x varie, du même côté du cercle C, 
c’est-à-dire soit à l’intérieur, soit à l'extérieur. On peut d’ailleurs tou- 
jours supposer qu’il s’agit de l’intérieur du cercle, car une substitution 
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linéaire faite sur z permet toujours de passer de l’extérieur d’un cercle 
à l’intérieur. 


4. Ceci posé, nous pouvons aborder l’inversion de la relation 


on 
Ga 
et montrer que celte équation donne pour x une fonction uniforme 
de z. Traçons dans le plan des x les deux coupures (0,1) et (1,2). Il a 
été montré (n° 1) que, quand x décrit son plan sans traverser les cou- 
pures, le rapport. décrit dans son plan un polygone correspondant, 
et ce polygone ne se recouvre pas lui-même. Ce polygone P a quatre 
côtés, el, en disposant convenablement des coupures (0, ı) et (1, ©), 
on peut évidemment supposer que ce polygone est convexe. Soient a, 
8, 8’ et y les sommets de ce quadrilatere; les côtés «8 et of’ sont con- 
jugues, ainsi que les deux côtés By et B’y; ces couples de côtés corres- 
pondent aux deux bords de l’une et l’autre coupure. On peut prendre 
pour les deux substitutions fondamentales la substitution qui trans- 
forme aß’ en «8 et celle qui transforme 8’ en yß; désignons ces deux 
substilutions par 2, et Z,. La substitution Z, équivaut à une rotation 
de x autour du point zero; le multiplicateur de cette substitution est - 


2Ti 


——— 


donc égal à e*™°*"", c'est-à-dire ae”. Donc, si nous effectuons m fois 
de suite la substitution 2, le polygone P se transformera en P,, P,, ..., 
P,_, et le polygone P,,_, se confondra avec le polygone P; d’ailleurs 
ces polygones n'auront que des côtés communs, mais ils n’auront pas 


d'aire commune; il en sera de même pour la substitution X,, dont le 
2: 


multiplicateur est égal a e+" ou e” , et qui donnera les poly- 
gones Q,, Q,,..., Qu. 

Nous venons d’etudier la disposition des polygones autour des 
points « et y; examinons maintenant les sommets ß et 8’. La substitu- 
tion %,, qui transforme yß’ en 78, transforme P en Q,; puis, en effectuant 
sur Q, la substitution 37’ qui transforme «ß en «@’, nous transformons 
le polygone Q, en un nouveau polygone P,, et la substitution résul- 
tant de ces deux substitutions, qui équivaut manifestement a une rota- 
tion de æ autour du point r, laisse le sommet ß invariable et son mul- 
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e 
27 i 


tiplicateur est e*+-"?*! oy ee” . On aura donc ainsi autour du sommet & 
un ensemble de n couples de polygones, tels que P et Q,, et ces poly- 
gones n’empieteront pas les uns sur les autres. Il en sera de même au- 
tour du sommet ß’. Le cercle C est done couvert ainsi par un réseau de 
polygones : on le voit en employant le raisonnement de M. Poincaré, 
etil en résulte alors immédiatement que l’équation 


Qi _ 
Ge = 
donne pour x une fonction uniforme de =, définie seulement a l’inte- 


rieur du cercle C. 


SECONDE PARTIE. 


1. Nous allons maintenant nous occuper des fonctions hyperfuch- 
siennes auxquelles on est conduit par la considération de certaines 
fonctions hypergéométriques de deux variables. On sait que l’inte- 


grale 
h 


[ ws" Qu —i)a (ua — oP! (ua — y} du, 
Je | 
où g et A désignent deux des quantités o, 1, x, y et x satisfait à un 
système S de trois équations linéaires aux dérivées partielles, ayant 
trois solutions communes linéairement indépendantes [voir mon Me- 
moire sur les series hypergéométriques de deux variables (Annales de l’École 
Normale, 1881)]. Nous nous bornons d’ailleurs à considérer le cas où 
%, b,, b, et b, sont réels et satisfaisant aux conditions 


b,> 0, b,> 0, p> 0, A>o, b+b+i+u<3; 


ce sont les conditions pour que toutes les intégrales précédentes aient 
un sens. 
Envisageons l'intégrale 


U = f wu — 1) (u — x) i(u — y} du 


et traçons dans le plan de la variable u (fig. 3) les coupures (0 ,1), 
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(1,0), puis (0, ©) et (x, y) et nous supposerons que le chemin d’inte- 
gration ne traverse aucune coupure. 


Fig. 3. 


NY u _ 4) 
T 
m’ Sf 
mem 
SL. 
e Nas 7 
_—N 


Un 


Nous allons d’abord chercher quelles relations il ya entre les valeurs 
de U en des points correspondants silues de part et d’autre d’une même 
coupure; c’est une étude toute semblable à celle que nous avons faite 
au n° 1. Soient d’abord m et m’ deux points sur la coupure (x ,1); on 
aura, en désignant par U’ la valeur de U enn’, 


œ 
U'— U eû+6,+06,+8,)ani L (1 — etk+b,+b,+p)2mi) dv, 


tu 


en écrivant, pour abréger, 


dv = udn! (u — 1) (u — x)! (u — y}! 
el 


(1) V'— Vel-+b,+b,+p)1Ri, 


{" ds — [ “de 


Um 


“Al no. 
fof ds 


On aura de la même manière, en considérant la seconde coupure (1,0) 


en posant 


V= 


I x 
U! = UVe’+e + ii L ed+u+b)1Ti( grinb, — of dv + (1 — errid+p+b,+b,) dv. 
Us 


© He 


et l’on aura pour V la substitution 
(2) V'—et+b+b,)ini V 4. etmif+u+b,) (e?tib, _ 1), 
Considérons ensuite la coupure (o, x); elle conduit à la substitution 


(3) V'— ettid+p)V + (etTid+u+b,) _ eRIO+R))z + (ettid+u+b,+b,) __ et +pi), 
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u 1 
{ de [ di: 


© In 


ee 


où 


S — pe 
x I 


of 
de fo de 
ces résultats sont entièrement semblables à ceux du n° 1 du Chap. 1. 


I nous reste à calculer la substitution correspondant à la coupure (x, y). 
On aura 


x 0 
U’ — Vetta + ettià(] _ eu) f di ethiQh+y) (1 — e?Rib,) [ de 
Us 


Les to 


1 ] 
Us to 


et il en résultera pour V une substitution (4), que je n’écris pas pour 
abréger, mais dont les coefficients seront manifestement des polynômes 
du premier degré en z et en £, en posant 


ax 0 
f dv — | dy 


= S OO 


i 2 
f dv f dv 


On remarque que, dansz et ¢, le denominateur commun et les deux 
numérateurs sont trois intégrales linéairement indépendantes du sys- 
teme S d’équations linéaires, dont j’ai parlé au début. 

Il importe de ne pas oublier comment sont évaluées les intégrales 


Fig. 4. 


définies qui figurent dans z et dans 2; on peut dire qu’elles sont éva- 
luées le long de chemins se succédant autour du point u, (fig. 4) dans 
l’ordre 

UF, UpYs UpO. Uol, U. 
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2. Nous pouvons maintenant établir une proposition analogue a 
celle que nous avons démontrée, au début de la premiere Partie. Il 
n’est pas possible, les intégrales étant évaluées comme il vient d’être 
indiqué, que l’on ait, pour deux systèmes différents de valeurs de x 
et y, les mêmes valeurs pour z et pour ¢. Ce théorème se démontrera 
absolument comme celui quiest relatif au cas d'une variable, en mon- 


trant que la fonction de z 
f aæ-f « 


1 x 
[ ao—f dv 


V — 


doit avoir la même valeur dans les deux cas, d’où l’on conclut l’iden- 
tité des valeurs de x et y. 


3. Nous voulons maintenant étudier les cas où l’inversion des quo- 
lients de trois intégrales linéairement indépendantes du système S 
conduit à des fonctions uniformes de deux variables indépendantes ; 
ces cas seront les analogues de ceux de M. Schwarz, que nous avons 
étudiés dans la première Partie. En se reportant au Mémoire déjà cité 
(Annales de l'École Normale, 1881), on voit que, dans le voisinage de 
T = 0, y= (x étant une valeur quelconque différente de 0, 1, x), 
le système admet trois intégrales de la forme 


P, (L,Y), P,(r, y), TBth1P,(x y). 


P,, P, et P, étant holomorphes dans le voisinage de x = 0, y = x. Pa- 
reillement, dans le voisinage de æ = 1, y — a, nous aurons trois inté- 


grales 
Q:(x, y), Q;(x, 7), (x — 1)P+4-'Q3 (27, Y) 


Dans le voisinage de e=y=«, « étant toujours différent de o, 1, 
2, on a trois intégrales de la forme 


Ai(z,y), As(2, y), (ya, y). 
. I 
Pareillement, pour x = — =», on aura 


viper! R, (x',y), gibt R.(z',y), r'3--B-6,-6, Ra (x! y): 
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Il suit de la tout d’abord qu’il est nécessaire, pour l’inversion uni- 
forme des quotients de deux de ces intégrales à la troisième, que 


+ b,—1, p+ b,—1, A+ pl et 2 — À — b, — D, 


soient égaux à l'inverse d’un nombre entier positif; mais nous avons 
encore des formes toutes semblables pour les déterminations des inté- 
grales dans le voisinage de æ =a et de y — 0, 1 et © ; nous en con- 
cluons que 

A+6,—1, A+6,—1, 2—p—b,—b, 


doivent être aussi égaux à l’inverse d’un nombre entier positif. 


4. Nous supposerons donc que 3, b,, b, et u, satisfaisant d’ailleurs 
aux inégalités 


b,>o, b,> 0, A> 0, {2 > 0, b,+b+u+1<35, 


satisfassent de plus aux conditions précédentes. 

Pour suivre la même marche que dans le cas d'une variable, nous 
aurions besoin d’avoir les substitutions fondamentales du groupe relatif 
au systeme S. Nous n’allons pas avoir besoin, toutefois, de calculer 
toutes ces substitutions fondamentales; laissant d’abord y constant, 
on a, en faisant tourner x autour des points 0, 1, 7, trois substitulions. 
Si l'on prend trois intégrales convenables w,, w,, ws, j’ai donné ( Bul- 
letin des Sciences mathématiques, août 1885) ces trois substitutions fon- 
damentales que je rappellerai ici : 


, _ 
uw, =e drei), 


(Z,) ‘ 6 = (9 + (Ee 2(A+p) Te _ e--BT! ay, , 
6), = O33 
+ (€2 (FBT! _ er), 
2.) Gg —= ERO THT Gp, 


6), = (1 — et); + ws 
et, enfin, 


Ay = © + (e2(O,+p) mE _ e*BT)y), + (e2(4,+6,+2) Ri _ et, +p) Te) 35 
( 23) Os — (1 + etld +WIRi__ er hn!) Ge + (E2(0,+6, +2) Ri _ e2(b, +h me) Ay 


ay, == ei (eh 1) org + Théo. 
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En laissant de même a constant et faisant tourner y autour des 
points x, 0, 1, on aurait trois autres substitutions; la premiere n'est 
autre que la substitution Z,. Designons les deux autres par 2, et 3;,; 
clles sont de forme analogue aux trois premières et peuvent s obtenir 
de la méme maniere. Je ne les écris pas, car elles ne me scront pas 
utiles dans ce qui va suivre. | 

Continuant à suivre la même marche que dans la première Partie, 
nous devons montrer qu'il existe une forme quadratique ternaire à 
indélerminées conjuguées u, v, w, que laissent invariable les substitu- 
tions du groupe G; soit 


A Uy + Alo + Aa + Bury + By Uo? + Busy + B, Uo + Bew, + Boog 


une telle forme; A, A’ et A” sont récls et les autres coefficients B, 
B,, ... sont deux à deux conjugués. 

Nous avons pu calculer les coefficients pour le cas de deux variables; 
ici, le calcul complet serait bien plus laborieux, quoique évidemment 
de même nature. Nous le simplifierons en démontrant d’abord indirec- 
tement l’existence d’une telle forme. Considérons, à cet effet, l’ınte- 
grale, déjà étudiée au n°1, 


u 
{ u Qu — 1)? (a — rR (u y}! du, 
ile 
où 2, b,, 6, et » sont des nombres commensurables satisfaisant aux 
conditions indiquées. 
On peut considérer cette intégrale comme une intégrale abélienne, 
correspondant à la relation algébrique entre ¢ et u, 


pub ( ue — ri) tu — r)t(u — y}, 


Elle sera d’ailleurs de première espèce, car elle reste finie pour toute 
valeur de u. Les périodes de cette intégrale peuvent s'exprimer avec 
trois solutions linéairement indépendantes du système; soient, par 
exemple, les trois solutions, w,, wa, ws. . 

Les integrales pourront se grouper, trois par trois, en expression de 


la forme 
Ady, AU)», AW, 
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où les x sont des constantes, c’est-à-dire des quantités indépendantes 
de x et y. En écrivant, comme au n°3 de la premiere Partie, que 


Zcik(aiby;— axb;) < 0, 
on trouve une inégalité de la forme 
ACT Uos G3, wi, ws, 9) < 0, 


le preinier membre de cette inégalité étant une forme quadratique ter- 
naire à indéterminées conjuguées, où w,, w, et w, représentent les 
conjuguées de w,, w, et w,. Les coefficients de cette forme ne dépendent 
ni de x ni de y. 

Si l’on fait varier z et y, l’inégalité précédente ne cessera évidem- 
ment pas d'être vérifiée, et, par suite, elle sera transformée en elle- 
même, quand on effectuera sur w,, w, etw, une substitution quelconque 


du groupe G. On en conclut, en posant 


Ar Os 


? 
= 9, 


? 
Ay G)3 
qu’il existe une certaine surface S, 
(S) Aus + Ar, + A’ + Busy +B, ur + Bu + By, w+ Be + BB = 0, 


que transforment en elle-méme les substitutions du groupe G. Cette 
conclusion se trouve établie pour les valeurs de à, u, 5, et b, ayant 
la forme indiquée; mais, ces valeurs étant en nombre quadruplement 
infini, il est évident que la conclusion subsiste pour toute valeur de‘, p, 
b, et b.. 

Le calcul complet de la forme f se trouve alors bien simplifié, quand 
on admet l’existence de la forme. Nous écrirons la forme comme il suit 


Aw, 0° + A'w20$ + A” W303 + Bw, uw 


+ Bowl os + Bw, 0§ + Bof 03 + Bo, 0} + Bow} os; 
la substitution (3, ) nous donne d’abord 


Bei 1) = A'(1 — ett), 
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puis 
B’(e-tunie _ 1) + B(e-?HiTe-2hir _ I)=0; 


la substitution (%,) donne ensuite, en prenant le coefficient de w,w;, 
A”(i __ e? TE) + B'(e2-(B:+mri _ e°Thi) + B(e2 (4. +h) RE _ 1) — 0, 


d’où l’on conclut 
[1 — e2Ti(p+b,+h)) 


A"—B ( 


1— emp) 


Nous avons donc déjà les trois relations 


Boa 1 — e?ÀTi BB 1 — e?ÀTi AB (1 — erti(d+h+d,)) 


et A+p) ney ? ett ph) Ri I ? 1 — e!tii+p) 
Nous aurons, d’autre part, en comparant les coefficients de w,w°, 
apres avoir fait la substitution (2,), 
A (ed +h) Te _ er) + B’ (ed, +h) TE __ 1) + B'(1 — etiTh) =o; 


puis, en comparant les coefficients w, »,, apres avoir fait la substitu- 
tion (2,), 
A (e7-2(0,4+6, +p) TE __ e-2(5, +) Te) 
+ B’ (eo +, +W rt _ eb, + Ri) + B’ (e-2/™ — 1) — 0, 


Des cing relations précédentes, on tire, en faisant À — 1, 


e2(6,+6,) Ti — I 


_ 
Br= 1 — E2(O,+6,+ 6) Te 
B' erd,ri_ 
— I — et(6,+6,+ pT I 
, eU+b)Ti _ 1] 
A'— ——— ) 
1 — ern 
2(X+U)Ré __ 
e I 
B= B' 


1 — ei ? 
vB [ — CT, 
1 — e?Titi+u) 
ces valeurs seront bien déterminées, si aucun des dénominateurs ne 
s’annule; nous faisons donc les hypothèses, auxquelles nous serons, 
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d'ailleurs, conduit de nouveau dans un instant, 


icA+p<2 
el 
<< b+ b,+ p< 2, 


en excluant les cas limites où l’une ou l’autre de ces inégalités se trans- 
formerait en une égalité; il faudrait dans ces cas donner aux coef- 
ficients une forme différente. . 


5. Il est important d’être assuré que la forme fest indefinie; car, dans 
le cas contraire, la surface (S) serait imaginaire et n’offrirait aucun 
intérêt. La forme / peut s’écrire 


(os + By w+ B, ws) (wo + B'o$ + B'o2)+ w:w°(A'— B’B°) 
+ W308 (A” — B’B, )+ ww! (B — B;, B’) + o3;(B,— B’B,). 


Remarquons d’abord que le discriminant de cette forme ne peut 
étre nul; si, en effet, ce discriminant était nul, on pourrait, par une 
substitution linéaire, réduire la forme ternaire en une forme binaire 


F(U, V, Uo, Vo), 


et cette forme se transformerait en elle-méme par toute substitution du 
groupe. Il faudrait donc que ces substitutions transformassent U et V 
en des expressions linéaires et homogenes de U et V, et que, par suite, 
le systeme S ne fût pas irréductible. Or ce systeme est certainement 
irréductible, pour toutes les valeurs de à, u, 5, et b,, comprises entre 
zero et un, et satisfaisant aux inégalités 


. +b,>ı, P+b,>ı, A+p>t1, 
k+ b,>1, pt b>, A+ 6,+-b,+p<3, 
p+ 0, + b,<2, A+ 6+ 6,<2, 


qui sont vérifiées pour les valeurs de à, u, b, et b,, que nous avons à 
considérer. Cela posé, la forme f sera certainement indéfinie, si le dis- 
criminant de la forme binaire en w, et w,, qui suit le premier terme 


(os + Bois + Bios)(©9 + B’ w? + B'wi), 


est positif. Or ce discriminant ne peut jamais s’annuler pour les valeurs 
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de, u, à, et b, salisfaisant aux inégalités précédentes, car le discri- 
minant de / serait alors nul, ce que nous venons de voir être impossible. 
Il sera donc suffisant de considérer un cas particulier; or, si 5, et 6, 


satisfont à la condition 
b, + b, 1, 


on a B’= 0, A’=0, et le discriminant se réduit à BB, et est, par suite, 
positif. 
Une dernière question est à poser, relativement à l'inégalité 


f(@1, "eg, G3, wo, Are DS )< O, 


où, comme nous venons de le voir, / est une forme ındefinie, dont le 
discriminant n’est pas nul. Par une substitution linéaire effectuée sur 
Wy, Wa, Wz, Cette inégalité pourrait prendre l’une ou l’autre forme 


UU,+VV,—WW,< 0 


ou bien 
UU, — VV, ~~ WW, <o, 


et ces deux formes d’inegalite sont bien distinctes. Je dis que c’est la 
premiere forme que nous allons rencontrer ici; on doit, en effet, ren- 
contrer toujours la méme forme d’inégalité pour toutes les valeurs de 
À, pe, 5, et b, satisfaisant aux inégalités écrites plus haut, car le passage 
d’une forme à l’autre correspondrait nécessairement à une forme de 
discriminant nul. 

Nous pouvons donc considérer encore ici ua cas particulier. Pre- 
nons des valeurs commensurables, pour lesquelles on ait 


A+p+h>2, . 
inégalité qui est incompatible avec les précédentes ; désignons toujours 
par 


(0; Bey G3, wes Ws» “,) 


le polynôme, dont j’ai (n° 5) calculé les coefficients, et qui est, d’après 
ce que nous venons de voir, réductible à la forme UU, + VV, — WW... 
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Il s'agit de savoir si l’on a l'inégalité 


s>e 
ou l’inegalite 
f<o. 


Or faisons tendre x et y vers zéro. On voit, avec l'hypothèse faite 


A-+ p+ b,>2, . 
que, pour Æ—O0, y — 0, 
@, — O0, Ge — O, 


o, étant different de zero. 
Le premier membre se réduit alors à A”’w,w° ; or on a 


etT(À+U+b,) —ı eitbi_ı 


1 — erat 1 — erb+b, rpm” 


etil est facile de voir que, à + u + b, étant supérieur adeux,ona A’<o. 
L’inégalité doit donc avoir la forme 
f<o, 
c'est-à-dire 
UU, + VV, — WW, <o. 


6. Nous sommes donc arrivé à la conclusion suivante : on peut 
trouver trois intégrales w,, w,, w.,, linéairement indépendantes (et nous 
avons appris à les former), pour lesquelles on a, en posant 


— = 4, 
— =, 

l'inégalité 

(S) Auuy+A'evr, + A’ + B'uv + By uv + Bu + Bu, + Be + By % <o. 


les coefficients ayant les valeurs données au n° 5. 
En effectuant sur (u,v) une substitution linéaire (fractionnaire) 
convenable, on ramène cette inégalité à la forme 


(Z) UU, + VV.< WW,, 
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a chaque point (u,v) du domaine (S) correspond un point du do- 
maine (2) et réciproquement. Ceci posé, traçons, comme nous l’avons 
fait au n° 1, deux coupures (1, ©) et (r, 0), et evaluons, comme il a été 
dit, les intégrales qui servent à former w,, w, etw,; æ et y prenant, 
dans ces conditions, toutes les valeurs possibles, les valeurs corres- 
pondantes de u et 9, et, par suite, de U et V vont former un certain 
domaine, et ce continuum ne se recouvrira pas lui-méme, d’apres ce 
que nous avons établi au n° 2, puisque, pour deux systemes de valeurs 
de x el y, on ne peut pas avoir les mêmes valeurs de u et ¢. 

Désignons ce domaine fondamental par D; quand on fera 


ry 


(cette valeur commune étant arbitraire, mais distincte de o, 1, 2), on 
obtiendra une aréte. De méme nous aurons six autres arétes corres- 
pondant respectivement a 


T=O, ÿ =0, 
r=, Y=1, 
ZX =, y= em, 


Mais ce ne seront pas les seules arétes du domaine D. Etudions en 
effet le cas oü x et y tendraient simultanément vers zero; pour cela, 
remarquons qu’on peut substituer aux intégrales dont nous sommes 
partis les intégrales 


fetten] 


. . . I , , 
prises entre les limites o, 1, =» 2, x, quand on veut étudier seulement 
les rapports de ces intégrales. Nous avons donc à considérer un nou- 
° I A ‘ e I 0 
veau système S’, où les variables sont maintenant — et Z; faisant la 


même remarque qu'au n° 3, nous supposerons donc que 
b+6,-—1 et a—p—A— b, 


sont égaux à l’inverse d’un nombre entier positif, et aux valeurs arbi- 
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traires du rapport À, quand x et y tendent vers zero, correspond une 


aréte du domaine D. Des considérations analogues sont applicables au 
cas où l’on aurait simultanément soit 


T=V—=I, 
soit 
T— Y —= ©. 


et nous arrivons donc, relativement à à, p, b, et b,, à la conclusion sui- 


vante; si l’on prend deux quelconques des quatre nombres 


À, By by, by; 


soit, par exemple, à et b,, la somme 
À+ b,—1 


est l’inverse d’un entier positif. On obtient ainsi six équations de con- 
dition. De même, en prenant trois quelconques des mêmes quantités, 
soit, pour fixer les idées, à, b, et b:, la différence 


2—À— b,— b, 


est encore égale a l’inverse d’un nombre entier, ce qui nous donnera 
quatre nouvelles équations. 


7. Nous allons voir maintenant qu’en supposant remplies toutes les 
conditions indiquées, les deux équations 


donnent pour x et y des fonctions uniformes de z et. 

Considérons en effet le polyedre fondamental D qui vient d’être 
défini. Ce domaine est limité par certaines faces, formant un espace à 
trois dimensions, et l’intersection de deux faces sera une aréte, n'ayant 
que deux dimensions. Or il est facile de voir que, en effectuant les 
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substitutions du groupe du système S, chaque aréte appartiendra à un 
nombre limité de polyèdres, n’ayant d’autres parties communes que 
des faces. Prenons, par exemple, l’arête correspondant à x — 0, y re- 
cevant une valeur arbitraire: il existe une certaine substitution trans- 
formant cette aréte en elle-même, et cette substitution transformera 
en l'autre face une des faces passant par cette aréte. Les variables 
étant convenablement choisies, la substitution aura la forme 


p étant un entier positif, et cette substitution effectuée p fois de suite 
donnera p polyèdres, n'ayant en commun aucun continuum à trois di- 
mensions. Pour d’autres arêtes, le raisonnement pourra être un peu 
moins simple; ainsi nous aurons pour x = 1, y étant arbitraire, deux 
arêtes, suivant que x arrivera vers un d’un côté ou de l’autre des cou- 
pures. Ces deux arétes se correspondent par la substitution dont nous 
venons de parler, et nous aurons alors à faire un raisonnement tout 
semblable à celui qui a été fait au n° 4 de la première Partie. Dans 
tous les cas, autour de toutes les arêtes ne se trouvera disposé qu'un 
nombre limité de polyedres, n’ayant en commun aucun continuum à 
quatre dimensions. 

Ces résultats admis, on pourra se servir des raisonnements employés 
par M. Poincaré dans sa theorie des groupes fuchsiens; c’est ce que j'ai 
déja indiqué dans mon Mémoire sur les groupes hyperabéliens (Journal 
de Mathématiques, 1885); on montre ainsi que l’hypersphère se trouve 
remplie par le réseau précédent des polyedres, qui ne se recouvrent 
jamais eux-mémes. Il suit bien évidemment de la que les équations 


donnent pour x et y des fonetions uniformes de z et ¢. 


8. Les conditions imposées aux quatre nombres À, p, 5, et 5, sont, 
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comme nous l'avons vu, au nombre de dix. Je ne m’arréterai pas à re- 
chercher toutes les valeurs possibles, dont le nombre est probable- 
ment assez limité, je veux seulement m’arréter, en terminant, sur deux 
cas particuliers : l’un deux est fourni par 
A= 6,=—6,=p=}, 
pour lesquels les dix conditions sont bien vérifiées. J’ai étudié autre- 
fois, par une méthode spéciale, ce cas particulier, comme on peut le 
voir dans le tome I des Acta mathematica (Sur des fonctions de deux 
variables analogues aux fonctions modulaires). Dans ce cas, toutes les 


quantités analogues à 
2 — À — BR — b, 


sont nulles. Donc, par conséquent, pour x = o, y = 0, ou plus com- 


Z étant arbitraire, les développements con- 


° 1 
modément pour - =o, 
x 
tiendront un terme en logx, et par suite on aura un point correspon- 
dant situé nécessairement sur la surface même de l’hypersphère. Le 
polyedre correspondant aura donc des sommeis situes sur la surface 
de l’hypersphère limite 


SS + Elo — I. 


Prenons maintenant un autre exemple, qui va nous offrir des cir- 
constances différentes. Soit 


On a 
bi + 6,—1=4 


et toutes les combinaisons analogues, puisque les nombres sont 
égaux. 
Pareillement 
2—A—b,+ 6,=}; 


par conséquent aucun des développements a employer ne contiendra 
de logarithmes, et nous pouvons par suite en conclure que la surface 
du polyèdre fondamental D n’aura aucun point commun avec la sur- 
face de l'hypersphère. | 
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Ce cas particulier est intéressant, comme donnant précisément un 
exemple dans lequel le domaine fondamental est tout entier à l'inté- 
rieur de l'hypersphère limite. Dans la classe très étendue de groupes 
hyperfuchsiens, où nous avait conduit la considération des formes 
quadratiques ternaires à indéterminées conjuguées ( Acta mathematica, 
t. V), les polyèdres fondamentaux avaient toujours un certain nombre 
de sommets sur l’hypersphère. 
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SUR LES 


EQUATIONS FONCTIONNELLES, 


Par M. G. KOENIGS, 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE. 


I. — Introduction. 


Dans le Supplément aux Annales scientifiques del’ Ecole Normale supe- 
rieure, année 1884, j’ai démontré que, 9(z) étant une fonction uniforme 
donnée, holomorphe dans le domaine d’un point limite x de la substi - 
tution | 3, p(z)|, la limite, pour p infini, du rapport 

pPr(s)—x 

[p'(z)]? 
est une fonction B(z), holomorphe dans le domaine du point x. Par 
point limite, j'entends un point vérifiant les conditions 

o(x)=#x, mod9(2) <1, 

et je représente par 9,(z)l’upération p(z) effectuée p fois. La fonction 
B(z) admet le point x comme zero simple et de plus B'(x)= 1. Cette 
même fonction vérifie l’equation 


(a) B[9(s)] = 9'(2) B(s), 

et j'ai démontré cette PROPOSITION FONDAMENTALE que, si l’on envisage 
l’équation fonctionnelle 

(S) =[o(s)]=42(s), 


où # est une constante convenable qu'il s’agit de déterminer, toute 
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solution de cette équation, assujettie à être holomorphe ou méro- 
morphe au point x, ne diffère que par un facteur constant d’une puis- 
sance entière positive ou négative de B(z); de plus, si n est l’exposant 
de cette puissance, le multiplicateur k a pour valeur [9'(x)]’. 

De la fonction B(z), j’ai déduit la fonction 


_ logB(s) 
log? (x) 





b(z) 


qui admet en x une singularité logarithmique; la fonction 6(z) m'a 
permis de former, outre l’expression générale des intégrales de l'équa- 
tion (S), celle des intégrales de plusieurs autres équations fonction- 
nelles. 


2. Je me propose d’étendre ici le röle de la fonction B(z) aux équa- 
tions fonctionnelles du type 


(G) =[9(z)] =P[&(a)], 
(D = (3) = (3), 
(D) =[e(3)]=Yl[lE(3)]- 


Les solutions de l'équation (G) présentent des fonctions qui ont un 
point limite commun et qui donnent lieu à la même fonction limite; de 
ce groupe de fonctions holomorphes, on déduit un groupe de substitu- 
tions uniformes qui conservent une portion finie du plan. La considera- 
tion de ces fonctions conduit à la démonstration de ce fait, qu’on est 
assuré de l'existence de p solutions holomorphes de l'équation itéra- 
tive (I), chaque fois que l'équation #(3) — z — o admet une racine x, 
pour laquelle le module de +’ (x) n’est ni zéro ni l'unité. 

Dans le Tome XVII du Bulletin des Sciences mathématiques, M. Kor- 
kine s’est proposé de trouver une formule générale d'itération, qui ait 
un sens pour une valeur quelconque, commensurable ou non, de 
l'indice iteratif. Ea admettant d’abord la possibilité de la solution, 
ainsi que certaines hypothèses dont la dépendance ou l’indépendance 
mutuelle reste problématique, cet éminent géomètre a présenté une 
solution de ce problème sous forme de développement en série. La voie 
que je suis est différente, et j'ai taché de tout ramener à une hypothèse 
unique dont le sens et la généralité me paraissent très précis. 
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L’équation (D) n’est qu’une généralisation de l’équation (G); sous 
une condition nécessaire des plus simples, elle admet toujours une inté- 
grale holomorphe et même une infinite, dont l’étude conduit à consi- 
dérer un quadruple groupe de fonctions, qui se reproduisent entre elles, 
lorsqu'on remplace dans l’une d'elles l’argument > par l’une de ces 
fonctions; je n’ai pas d'ailleurs cherché à approfondir davantage les 
propriétés de ces substitutions. 

Je termine par quelques exemples simples, destinés surtout à élu- ° 
cider et à contrôler ces considérations générales. 

Je crois devoir, avant de clore cette Introduction, mentionner le rôle 
important que paraissent devoir jouer dans ces recherches les courbes 
d’egal module et d’egal argument de la fonction B(z). 


II. — Les fonctions Z(z, k). 


3. J’adopte les notations et les résultats rappelés dans l’Introduction. 
Je me propose de chercher les fonctions qui, holomorphes en x, admet- 
tent x pour point limite, en donnant naissance à la même fonction 
limite B(z). 

Soit Z(z) une telle fonction. D'après la propriété exprimée par 
l'équation (x), on doit avoir 

B[Z(s)] =2Z'(z) B(s). 

Je dois donc recourir à l’équation suivante, où # est une constante 

quelconque, | | 


et chercher si, parmi les fonctions qui se déduisent de cette équation. 
se trouvent des solutions du problème proposé. 

Pour z = x, l'équation (X) se réduit à B(Z) = o, qui admet la racine 
simple Z = x; car B(æ)—0o, B'(x) =1. Donc l’équation (X) définit 
une fonction que je désignerai par Z(z, A), holomorphe dans le domaine 
de æ et qui se réduit à æ pour z= x. 

En différentiant l'équation (A), on trouve 


B’(Z) = —kB'(:). 
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Faisons 3 = x et Z = x; comme B'(x) n'est pas nul, il vient 


ce qui fournit de & une signification tres simple. 

Supposons alors modk <1, c’est-à-dire modZ’(x, hk) <1; cette con- 
dition est nécessaire et suffisante pour que x soit un point limite de 
. Z(z, k). Ainsi, parmi des fonctions Z(z, k), celles dans lesquelles modk <1 
admettent x comme point limite. 

L’equation (X) donne d’ailleurs 


B[Z{z, k)] = 4 B(s), 


et, comme # — Z'(x,k), cette formule, rapprochée de la proposition 
Jondamentale, rapportée dans l’Introduction, montre que B(z) est la 
fonction limite relative à Z(z, #). 

Ainsi, toutes les fonctions Z(z, k), dans lesquelles nodk < 1 (fonctions 
qui admettent x pour point limite), donnent naissance a la même fonc- 
tion limite; de plus, ce sont les seules qui jouissent de cette propriété. 

La fonction 9(s) fait partie des fonctions Z; d’après nos notations et 
d’après Véquation (a), nous devons la représenter par le symbole 
Z[z,9’(x)]. Comme elle ne joue dans le groupe aucun rôle spécial, on 
pourra supposer que c’est B(z) que l’on s’est donné a prion, et que l’on 
détermine ensuite le groupe des fonctions Z par l’equation (à). Il suffit 
que x soit un zéro simple de B(z). 


III. — Propriétés générales des fonctions Z(z, k). 


4. Les fonctions Z(z, k) possèdent, indépendamment de toute hypo- 
these portant sur leur paramètre k, des propriétés générales communes 
que je vais établir. 

Je remarque que la fonetion Z[Z(z,%),4| est holomorphe dans le do- 
maine de x; car, 3 se mouvant dans le domaine de x, Z(s, A’) se meut 
aussi dans le domaine de x. Mais si, dans |’équation (à), on remplace 3 
par Z(z, k’), il vient 


By} Z[Z(z, 4’), k)] | = & BLZ(s, K’)] = kk’ B( 5); 
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d’où immédiatement, d'après la notation que nous avons adoptée, 
(a) - Z[Z(:, 4, k] = Z(z, kk'); 
comme on aurait aussi 


Z[Z(3,k),K]=Z(2,Kk)=Z(z, kk’), 
il en résulte 


(b) Z[Z(z, k), Kh] =Z[Z(s, 4°), k]. 


Deux fonctions Z quelconques jouissent donc de la propriété exprimée 
par l’équation 

olh(s)] = Ylp(s)], 
qui n’est autre que l'équation (G) (‘). 

Enfin, la réitération de l’opération Z(z,%) est permise un nombre 
limité de fois, autrement dit la fonction Z,(3, #), est holomorphe dans 
le domaine du point x; de plus, elle prend en x la valeur x. L’appli- 
cation répétée de la formule (a) donne alors 


(c) Zp (3, k)=4(z, KP). 


IV. — Groupe de substitutions holomorphes. 


5. Représentons par S(A) la substitution qui consiste à remplacer z 
par Z(3, #). En dehors de toute hypothèse sur &, il est toujours permis 
de multiplier entre elles un nombre fini de fois les substitutions S(4), 
pourvu que l’on reste dans un domaine continu convenable autour du 
point x. Les formules (a), (b), (c) montrent alors que 


S(k) S(K') = S8( kK) =8(K) S(K), 


les substitutions S(&) forment donc un groupe, et deux quelconques 
d’entre elles sont permutables. 


u a ee ee eee - u 
un nn © mn — 





(1) Il résulte de l'article VII, page 395, que les fonctions Z sont les seules solutions de 
l'équation (G) qui soient holomorphes au point x; il suffi de faire, dans cet article, 


Y(2) = 9(z). 
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I y a lieu de remarquer que Z(z,1)=3 et que la substitution S(1) 
est identique. On en conclut 


$(4) 8(7) =S() = 


Les fonctions Z(z,k)Z( =, 7 


résultat évident d’après l'équation (À). 


7) sont donc inverses l’une de l’autre, 


V. — Les courbes d’egal module de B(s). 


6. Les propriétés que je vais rappeler concernent les courbes d’egal 
module d’une fonction telle que B(z), holomorphe dans une région 
continue du plan qui entoure l’un de ses zéros. Pour une valeur très 
petite du module pz, la courbe d’égal module 


mod B(3) = p = const. 


comprend un ovale O, entourant le zéro x de la fonction, dans l’hvpo- 
thèse où x est un zéro simple. 

Déterminons, chose toujours possible, un nombre M jouissant de la 
propriété suivante : 

Tant que «<{M, l'ovale O, ne cesse jamais d'exister, c'est-à-dire 
d’être une courbe fermée sans point multiple, ne contenant à son inté- 
rieur: 1° aucun point où B(z z) cesse d’être holomorphe; 2° aucun zéro 
de B’(z); 3° aucun zéro de B(z), si ce n’est le point x. 

Alors, pourvu que m << M, la courbe d’egal module, modB(z)= p, 
n’aura à l'intérieur de l’ovale O, d’autre portion que l’ovale O,. Pour 
tous les points extérieurs à O, et intérieurs à O,, on aura mod B( >; 
pour tous les points intérieurs à Oy, on aura au contraire mod B(z) <p. 

Je dois aussi rappeler que les courbes d’égal argument, trajectoires 
orthogonales des courbes d'égal module, traversent toutes le point x. 
Soit mn une branche de l’une de ces courbes. Le point x la divise en 
deux demi-branches; tandis que sur la demi-branche xm, l'argument 
de B(z) reste constamment égal a «, sur la demi-branche opposée 
xn il est égal à « + x. Plus généralement, deux demi-branches xm, 
xm’, répondant aux valeurs constantes & et £ de l’argument de B(z), se 
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coupent en x sous l’angle (« — 8). Deux arguments, qui ne different 
que par un multiple entier de 27, donnent lieu ala méme demi-branche 
issue de x. En resume, à toute valeur de l’argument, arbitrairement 
proposée, correspond une demi-branche issue de x parfaitement déter- 





minée. Dans l’intérieur de l’ovale O, il n’y a pas d’autres points don- 
nant lieu à un argument « pour B (z) que ceux de la demi-branche 
correspondant à «. | 


7. Ces résultats rappelés, je vais démontrer la série de propositions 
suivante : 


I. Pour une valeur de 3 intérieure à Oy et pour des valeurs de modk <1, 
l'équation 


(2) B(Z) = kB(z) 
admet au moins une racine interieure a O,. 


Soit en effet A = pe”, modB(s) = pu, arg.B(z)—a; on aura, pour 
tous les points Z vérifiant l’équation (à) 


modB(Z) = p?, 
arg.B(Z) = a+ 9. 
L’ovale O,, est intérieur à Oy; en effet, comme p <1, il est intérieur 
a0, qui est intérieur lui-même à O,. La demi-branche de la courbe 


d’egal argument (9 + «) coupe certainement l’ovale O,, en un point 
Z qui vérifie l’équation (X), et ce point est intérieur a Oy. 


Il. La fonction Z de 3, dont la valeur est représentée par le point Z 
trouvé ci-dessus, est holomorphe dans le contour O,.. 


En effet, pour qu’elle eût un point critique, il faudrait qu’il existata 
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la fois un point z et un point Z, intérieurs au contour O, et vérifiant 
les équations simultanées 


B(Z)=*B(z), B'(Z)=0; 


or cela n’est pas possible, car le contour O, ne contient aucun zéro de 
B’(3). 


III. La fonction Z est unique, et c'est la fonction Z(z, k) déja définie. 


On peut douter que l’equation (X) n’ait pas plus d’une racine dans 
le contour Oy. Si cela était, chacune d’elles serait holomorphe dans le 
contour O,, d’après la proposition précédente. 

D'autre part, en faisant z = x, il vient B(Z) = 0; et, comme B(z) 
n'a pas d'autre zero que x dans le contour Oy, toutes ces fonctions ho- 
lomorphes prendraient la même valeur x en x. Mais, comme l'équation 
(x) ne peut définir qu’une seule fonction holomorphe prenant en x la 
valeur x, attendu que x est zero simple de B(z), on en conclut qu'il 
n'ya en réalité qu'une seule fonction Z; elle ne peut être autre que la 
fonction Z(z, A) déjà définie. 

De là ce théorème: 


Toutes les fonctions Z(z, k), dans lesquelles modk <1, sont holo- — 
morphes dans I’ ovale Oy. 


Mais considérons alors une substitution S(&) dans laquelle 
= modké<1, toutes ces substitutions forment évidemment un 

groupe; de plus la substitution S(4), par exemple, transforme l’ovale 
O, dans un ovale O,, intérieur à Oy. 

On en déduit que toutes les substitutions S(k), arbitrairement réité- 
rées ou multipliées entre elles, amenent un point quelconque intérieur 
a O,, aussi près du point x que l’on voudra, sur des ovales qui vont en 
se resserrant de plus en plus autour de ce point. Ce point est donc un 
point limite commun à toutes les substitutions du groupe. 


8. Il est encore facile de montrer que : Toute fonction Z(z, k) est 
holomorphe dans ovale O y st modk> ı. 


modk 
Lorsque mod& = 1, la substitution S(£) transforme un point 5, pris 
sur l’ovale Q, et sur la courbe d’égal argument «, en un point Z situé 
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sur l’ovale O, et sur la courbe d’egal argument (a + 6), où 6 = argé. 
Si 6 est commensurable avec z, on reviendra au point de départ apres 
un nombre fini d’opérations, résultat évident puisque & est alors une 
racine de l'unité. Si 6 est incommensurable avec 7, sur un arc quel- 
conque de l’ovale O, aussi petit que l’on voudra, il y aura toujours une 
infinité de points transformés de z. 


Le point x nest donc pas un point limite pour les substitutions S(k) 
dans lesquelles modk = 1 : il pouvait y avoir doute dans ce cas. 


9. Les courbes d’égal module et d'égal argument de la fonction 
B(z) semblent, on le voit, indiquer un premier pas vers la solution du 
probleme de la division du plan en régions pour une substitution 
donnée. Sans oser insister prématurément sur ce point important, je 
crois que ce qui précède ajoute à la fonction B(z) un réel intérêt. 


VI. — Symbole itératif. 


10. L'équation ilérative 
(1) =p(5) <= 9(5) 


se résout immédiatement, grâce aux fonctions Z. 
Supposons que (3) puisse faire partie d’un groupe de fonctions Z 
et que 
p(s) = Z(z, ky), 


k, étant quelconque sauf zéro et l’infini. Il est clair que de la relation 
2,(3, Vio) = Z(5, ky) = 9(3) 


on déduit immédiatement que l’équation (1) adinet p solutions holo- 
morphes dans le domaine de ce point x, qui est un point limite pour 
celles des fonctions Z(z, £) dans lesquelles modé <1. 

Tout se réduit donc à chercher si 9(5) peut toujours faire partie d’un 
groupe de fonctions Z; or, à cet égard, je vais démontrer le théorème 
suivant : 


Une fonction donnée 9(z) peut faire partie d’un groupe de fonc- 
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lions Z chaque fois que la fonction o(3) — z aura un zéro qui ne rendra 
modp’(z) égal ni a 1 ni à zero. 


Soient en effet x un tel zero et mod’ (x) <1. Le point x est un 
point limite deo(s); on a donc, en formant B(s) et ensuite les fonc- 


tions Z(z, A), | 
9(5)-= Z[s, o'(.r)]. 


Si, au contraire, modp’(x) > ı, prenons l'équation 
o(d) = 3. 


qui définit, pour ¥, une fonction holomorphe en x et prenant en x 
la valeur .r; comme on a sans cesse 


WU) =1, 
en faisant à la fois 3 = x, 4 = x, on trouve 


D'(r)L'(r) =, 
d'où 
/ .\ — I 
mody’'(2) = modo Gr) <I. 
Ainsi ‚v est un point limite de 4(3). Formons alors la fonction B(:) 
relative à ce point limite x de (3), puis l’équation 


d'où Von tire les fonctions Z(s, 4). Nous aurons, en particulier, 
3) —=Z[z:, Y(.r) =2|= | 
¥(3) = 2[ 5 Yin) = 2] 5 gr 
et, comme $(3) et o(3) sont inverses l’une de l’autre, 
9(3) = Z[s.9’Cr)], 


comme précédemment. 
De la ce théorème : 


St la fonction 9( 3) — 3 admet un zero pour lequel mode {x ne soit ni 
nul ni cgal à l'unité, l'équation iterate 


cl) =,1ı3)7:9(3) 
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admet p solutions holomorphes dans le domaine du point x, et l’on peut 


écrire, en représentant par le symbole 9,(s) l'une quelconque de ces 
p 
p solutions, 


91(3) =Z[2,V9(2)]. 
P 


11. Mais nous sommes en mesure de donner une plus grande exten- 
sion au symbole 9,(3) en l’etendant au cas de valeurs incommensu- 
rables ou même imaginaires de w. Il suffit de poser 


Go — Z | 5 [o'(x)]® Le 


Ce symbole représente généralement une infinité de fonctions, toutes 
holomorphes par rapport à z dans le domaine de x. Ainsi se trouve 
résolu le problème que M. Korkine s’était proposé au Tome XVII du 
Bulletin des Sciences mathématiques, et dans lequel ce géomètre avait 
adopté la méthode des coefficients indéterminés. A la vérité, je sup- 
pose connue la fonction B(:), et c'est à ce point que se ramène toute la 
difficulté de la construction de 9. 

Mais nous connaissons des propriétés de la fonction B(z), et c'est 
déjà quelque chose de savoir qu’il existe une infinité de solutions holo- 
morphes du probleme, sous la seule condition qu'il existe un zéro de 
o(z) — 3 ne rendant modp (z) égal ni à zéro ni à l'unité. 

Ainsi moda n’etant ni ı nio, on peut affirmer a priori que, dans 
le domaine de l’origine, les équations 


=,(s)=asinsz, =,(3)=atang(>), 
=,(3)=alog(1-+5) =,(s)=a——— > 


adinettent clacune p intégrales holomorphes. 


VII. — Equation =[9(s)]=$[=(s)]. 
12. Cette équation est l'extension naturelle de l'équation 


=[9(s)] = 9[=(s)], 


que vérifient les fonctions Z. 
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Cherchons d’une façon générale si l’équation 


(D) =[9(s)] = $[=(5)] 
peut admettre une solution holomorphe dans le domaine d’un point 
limite de o(z). Soit x ce point limite, et posons y = Æ(x); je ne sup- 


pose pas que }(z) admette une singularité en y. 
L’équation (D) nous donne d’abord, en faisant s = x, 


y=o(y)s 
en la differentiant et faisant s = x, on trouve 
='(r) gx) = Ÿ (y) ER; 
si &’(x) n’est pas nul, on a donc 
px) = Hy); 


mais cette conclusion se maintient dans tous les cas, car, si Z(x)=o, 
=’(x)=0, ..., E(x) =o et que E(x) ne soit pas nul, en diffé- 
rentiant (D) 7 fois et faisant z = x, il vient 


EI (x) o'r) = YO) a(x), 
et, comme =")(x) n’est pas nul, on a encore 
g(r) =$'(y). 


Comme modg’(x) <1, puisque x est un point limite de #(z), ona 
done 
mody’(y) <1. 


Donc y est un point limite de Y(z). 

Mais x et y ne sont pas deux points limites quelconques de 9 et J: 
il faut que la relation 

px) = Y (y) cS 
soit verifiee. 

Cela ne sera pas toujours possible; mais nous admettrons que, dans 
le cas present, cette relation ait lieu. Appelons a la valeur commune 
de o'(x) et Y’(y) et poursuivons les conséquences de l’hypothese d’une 
intégrale holomorphe =(z) de l'équation (D). 

La fonction &(z) et la fonction 4(s) donnent naissance à deux fonc- 
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tions limites B(z) et C(z), holomorphes respectivement dans les do- 
maines de x et de y. 

Les fonctions C[=(s)] et C} =[9(z)]{ sont holomorphes dans le do 
maine du point x, et, par l’équation (D), on a 


C}E[o(s)]} =Cj p[E(s)]!. 


Or, dans l'équation 
C[lYy(s)]=aC(z), 


qui n’est autre que l’&quation appelée « dans |"Introduction, remplagons 
z par &(z), on aura | 

Cj} P[S(s)] | =a C[Z(z)], 
done 

C}=[9(s)]{ = a C[E(s)]. 

La fonction, holomorphe en x, C[=(z)] se reproduit donc multipliée 
par a = 9'(x), lorsqu'on y remplace z par 9(z); d’après la proposition 
fondamentale rapportée dans l'Introduction, cette fonction ne doit dif- 
férer que par un facteur constant d’une puissance entiere positive de 
B(z), par exemple [B(z)]”, et le multiplicateur est alors [o'(æ)"]; mais 
le multiplicateur nous est donné, c’est 9’(x) lui-même. Donc, comme 
modo (x) << 1, il faut nécessairement que n — 1; donc enfin la fonc- 
tion C[=(z)]est nécessairement proportionnelle à B(z), d’où 


C[E(:)]=4B(:). 
13. Ainsi, tandis que précédemment j'étais conduit à l'équation 
(2) B(Z) =k B(z), 


je me trouve ici amené à considérer des fonctions V vérifiant l’équa- 
tion 

CH) | C(V) =k B(2), 

où & est une constante. L’analogie entre ces deux équations est évidente. 


Je remarque encore que cette équation définit une fonction V(z, #) 
holomorphe en x, qui, pour z = x, prend la valeur y et dans laquelle 


dV 
‘= (=). 


8 C. ROENIGS. 
Je vais démontrer que toutes les fonctions V sont des solutions de 
l'équation D. En effet. de l'équation de définition 
CEV(s. 4.) = 4 Bis), 
on tire, en y remplaçant : par 5 3, 
CO) V[s(s).4]' =AB[s(s)] = ak Bes), 


J’où immédiatement, en avant égard à nos notations et se reportant à 
l'équation ‘x}, où l'on changerait 4 en ak, 


V[sts).&] = Ves, ak). 


Dans l'équation 
ClL(s)} = a €(5) 


remplacons s par V/z,&;; il vient 


C,L[Visz A) =a €[ Vis, 4)] = ak Bs), 
d’ou encore 
LV, 4)] = V(s, ah), 
donc entin | | 
V[o(s), AJ=  yEV(s, %)]. 
Ainsi : 


Les fonctions Vis, À) sont toutes des solutions de l'équation (D) qu 
possede ainsi une infinité de solutions holomorphes chaque fots que deur 
points limites x et y, Tun de (5), l'autre de y(z), verifient la relation 


„(z)=YV(r) 


nous avons vu, du reste, que de telles solutions del’equation D) duivent 
nécessairement faire partie des fonctions V. 

Ce n’est pas d’ailleurs le seul cas où l’on peut ètre assuré que l’équa- 
tion : D) admet des intégrales holomorphes: il résulte en effet de ce 
qui précède qu'il n’est pas nécessaire que .r et y soient des points 
limites de 2 et de 4. Pour s’en convaincre. il suffit de généraliser un 
peu les résultats que l’on vient d'obtenir. 
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VIII. — Les fonctions 7, V, W et 9. 


14. Considérons les équations 


(à) B(Z) =k B(s), 
(a) C(V) =k B(s), 
(2’) C(@)=kC(s), 
(w) B(W) == kC(s). 


Les fonctions Z et V ont été déjà définies. Les fonctions © sont les 
fonctions Z de la fonction |; enfin les fonctions W sont analogues aux 
fonctions V. La fonction + est l’une des fonctions Z, la fonction Ÿ 
l’une des fonctions 6. De plus chacune n’occupe dans son groupe 
aucun rang spécial, elles font seulement partie de celles des fonctions 
Z et 6 qui correspondent à un paramètre & de module inférieur a l’u- 
nité. Mais les fonctions Z et 9 qntavec les fonctions V et W des relations 
indépendantes de toute hypothese sur k; ces relations généralisent la der- 
niere équation du paragraphe précédent, et fournissent l’extension 
dont nous venons de parler. 

Désignons généralement par [¢] la substitution qui consiste à rem- 
placer 3 par €; si l’on étudie l'effet d'une substitution [Z], [ V], [W]. 
[9 ] dans les quatre fonctions Z, V, W, 9, on est amené à construire le 
Tableau suivant: 





La ligne verticale de gauche indique les substitutions, la ligne ho- 
rizontale du haut, les fonctions où l’on substitue, et le carré intérieur 
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fournit le résultat, en se rappelant que, dans le résultat, le paramètre 
est égal au produit des paramètres de la fonction que l’on substitue 
et de la fonction où s’effectue la substitution. Les vides marquent des 
substitutions impossibles, comme le serait celle de Z dans 6, alors 
que © n’est défini que dans le domaine de y et que Z ne prend que 
des valeurs appartenant au domaine de x. 


15. Ainsi, par exemple, on aura (1™ horizontale, 2° verticale) 
V[Z(s,h),4] = V(s,hk); 
on aura encore (2° horizontale, 4° verticale) 
ALV(3,4),4']= NV (3,4 k') 
si l’on suppose hk = h'k';on a donc 
V[Z(s,a),4] = O[V(s,4’),h'], 
si l’on fait A’ = &, il faut avoir A’ =A, et alors 
V[Z(s,h),k] = O[V(s,4), A], 
formule qui généralise la derniere du paragraphe précédent. On peut 
en méme temps énoncer ce théoreme : 


Si les fonctions 9(3) — 3, et (3) — sont chacune un zero, x et y, tel 
que 9'(7)='(y), et que la valeur commune à 9'(x) et Y'(y) n'ait un 
module egal nia zero ni a l'unité, l'équation 

=[¢(s)]=$[=(5)] 
aura toujours une infinite de solutions holomorphes dans le domaine du 
point x. 

Dans de telles conditions, en effet, © et 4 font toujours partie cha- 
cune d’un groupe de fonctions, tel que celui des fonctions Z ou 0. Leurs 
dérivées en x et y étant respectivement égales, désignons para leur 
valeur commune, nous aurons 

9(5) = Z(s, a), U(s)= 0(s,a); 
et les fonctions V qui accompagnent les groupes simultanés Z et 8 
donneront chacune lieu à la relation 
V[Z(3,a),A]=®[V(3,k),a)]. 
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16. On peut supposer que zety coincident. Alors, sio et ) donnent 
lieu à la même fonction limite, comme o’(x)= Y’(x),o et d coinci- 
dent, on est dans le cas traité au début. Mais, si o et | ne donnent pas 
lieu à la même fonction limite, elles restent distinctes, et les quatre 
groupes de fonctions Z, V, W, 9 restent aussi distincts. Ce cas présente 
ceci d’interessant, que des substitutions, qui étaient tout à l’heure im- 
possibles, acquièrent un sens; mais le problème rentre alors dans 
l'étude des fonctions qui auraient un point limite commun, au sens le 
plus général, et je ne veux pas entreprendre ici cette étude, bien 
qu’elle ne soit peut-être pas sans intérêt. 

Tel serait le cas, par exemple, des fonctions 


o(3)=asinz, d(s)—blog(i +5), 


dans lesquelles l’origine est un point limite commun, soit pour elles, 
soit pour leurs fonctions inverses, suivant la grandeur des modules de 
a et de b. 


IX. — Exemples. 
17. Je choisirai le cas de 
p(z)=Vas+c, 


auquel se ramène le cas général de Vaz*+ 2b: + c. En posant 





on peut écrire 

c(s)=Vrt+a(s— zx), d'où  [o(:)—z'=a(z— xt) 
Les points +2 sont deux points limites si, comme je le suppose, 
moda < 1. 

La fonction B(s) n’est autre que 5° — x*. 

Les courbes d’égal module sont des cassinoides qui ont x et — x 
pour foyers. Les courbes d’égal argument sont formées d’un faisceau 
d’hyperboles équilatères passant par x et — x. 

Parmi les cassinoides se trouve une lemniscate qui a son point 
double réel à l’origine. Les deux boucles Oy et O, de cette lemniscate 
entourent l’une le point x, l’autre le point — x; chacune d’elles con- 


stitue l’ovale limite dont il a été parlé. 
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Tout du long de cette lemniscate on a 
mod(3?— z*)= mod.r?; 
les cassinoides répondant à des valeurs de » = mod (s?— x?) inférieures 
a mod.r? se composent de deux ovales O, et O, entourant respective- 


ment les points x et — x, et intérieurs aux boucles Oy, Oy. 
Pour les valeurs de & dont le module est inférieur a 1, l’équation 


(2) (72 — x)= k(5?— 7°) 
admet deux racines Z(s,4), Z’(z, A) situées respectivement à l’in- 
térieur des ovales limites Ou et O,. Chacune de cesracines est fonction 
holomorphe de s dans ces ovales. La substitution S(Æ), où mod&é <1, 
transforme la cassinoide O, en une cassinoïde intérieure, et æ est un 
point limite pour Z(s, A), — x un point limite pour Z’(s, A). 

Si l’on pose l’equation fonctionnelle 


Æ(3)=Vas+ oc; 


les p solutions holomorphes de cette équation sont données par la for- 
mule | . 





Le symbole general d’iteration est le suivant : 


= 4/003" + c (1— a). 


I—a 





Pour chaque determination de a, la fonction 9„(3; est holomorphe 
dans la boucle O, de la lemniscate. 


18. Prenons plus généralement 
o(s)= Vas"+e; 


on mettra o(3) sous la forme 


en posant 





Soiente une racine primitive m'*™ de l’unité, etx une valeur quelconque 





m e . . 
de ve les points x, re, me, ...,æe”" sont tous des points ra- 
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eines de o(3) — 3; en supposant moda < 1, chacun de ces points est 
limite pour une branche de la fonction 9. 

On a B(s) = 5”— x”; et la courbe d’égal module de B(z) qui passe 
par l’origine est représentée par l'équation 

mod (23 — x")— mod x"; 

c'est une rosace formée de m boucles entourant chacune l’un des m 
points xe”: soit R, celle qui entoure le point xe”. Lorsque 3 est inté- 
rieur à l’une des boucles et que mod # < 1, l'équation en Z 
(2) Z™ — en —k (sr — x") 
admet une racine dans chacune des boucles : soit ,Z celle qui est in- 
térieure à R,; la fonction ,Z est holomorphe à l’intérieur de la boucle 


R,. Chacune de ces boucles joue, par rapport au point xe” qu’elle en- 
toure, le rôle d’ovale limite. 


49. Donnons-nous maintenant 


p(z)—= Vas™ +c, . b(s)= Vas" c'; . 


en appelant x et y deux racines quelconques des équations respectives 


! 
acm — 





mio _ 
y TZ 





’ ’ 
1— a ° I— a 


et supposant, pour fixer les idées, moda < 1, envisageons les boucles 
R et R’ qui entourent les points x et y respectivement. 
Dans l’intérieur de R, l’équation 
(A) ZL" — ar — k(s"— x") 
définit une fonction holomorphe de s si modk<r;simodk> 1, 
l’holomorphisme a encore lieu, mais dans un ovale QO, intérieur à R. 
La même chose a lieu pour l’équation 


yu _ yn — Acs” _ ye ) 


dans la boucle R’. On voit que, puisque moda <r, pet Ÿ sont deux 
fonctions holomorphes qui ont x et y pour points limites, de plus, la 
condition 9’(x) = Ÿ’(y) est remplie. On est donc sûr de trouver des 
fonctions holomorphes vérifiant l’équation 
(D) =[o(s)]=$[=(s)]. 

Ces fonctions seront données par l’équation 


yu __ yon! — A( 3! _ xm) 
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ou 
! c — CL, __ € . 
(H) Ÿ -=k(e —.) 


Lorsque mod& <mody”, l'équation 








Yur ym! — € 


n’a qu’une seule racine dans l’intérieur de la boucle R’. 
Donc, lorsque l’on aura 


 modk (sr — x") <mody™, 


c’est-à-dire dans l’intérieur d’un ovale intérieur à Ret convenablement 
petit, l'équation (x) définira une fonction holomorphe V(z, 4). Cette 
fonction vérifie l'équation (D), on le constate sans peine. 


20. Je terminerai par le cas d’une substitution linéaire ('). Ce cas est 
simple, mais il fournit un rapprochement intéressant. On sait quel 
parti M. Poincaré a tiré, dans ses recherches des cercles qui passent par 
les points doubles de la substitution, et du faisceau des cercles ortho- 
gonaux. Or, si x et x’ sont les points doubles de la substitution, on sait 
que celle-ci peut étre mise sous la forme 


Z— x s— x 





Donc B(z) = (x — x’) — Les courbes d’égal module de B(z) 


cad 


ne sont autres que les cercles, lieu des points dont les distances à x et 
à x’ sont dans un rapport donné: les courbes d’égal argument sont au 
contraire les cercles qui passent par x et x’. Le rôle important que 
jouent ces cercles dans la représentation des substitutions linéaires 
induit donc a penser que les courbes d’egal module et d’egal argument 
de la fonction B(s) pourraient être introduites avec utilité dans l’étude 
de substitutions quelconques; j’ai essayé d’en fournir ici une premiere 
justification. 


(1) Les équations d'où dépend la division des fonctions circulaires ou elliptiques pré- 
sentent encore un exemple étendu dans lequel la fonction B(z) est connue, et où l’on peut, 
par conséquent, former explicitement les équations (A), (m), (à), (w). 


— on —— — - 


APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE 
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PHENOMENES THERMO-ELECTRIQUES 


ET 


PYRO-ELECTRIQUES, 
Par P. DUHEM. 





PREMIERE PARTIE. 
PHENOMENES THERMO-ELECTRIQUES. 


I. — Propositions fondamentales relatives au circuit ouvert. 


Nous avons appliqué, dans un récent Ouvrage ('), les équations de 
laThermodynamique à l’éclaircissement de quelques-unes des difficultés 
que présente l’étude de l'électricité statique ou du galvanisme. Dans 
cette étude, nous nous sommes limités au cas où tous les points des 
conducteurs étudiés sont à la même température. Nous allons chercher, 
en nous affranchissant de cette restriction, à compléter la théorie des 
phénomènes thermo-électriques et pyro-électriques. 

Cette théorie reposera sur quelques propositions très simples que 
nous allons démontrer. 

Envisageons tout d’abord un conducteur ouvert dont les deux extré- 
mités, formées du même métal ou de métaux différents, soient à la 
même température, tandis que les parties intermédiaires sont formées 
par des métaux quelconques et sont à des températures quelconques. 


ne — 


(1) Le potentiel thermodynamique et ses applications. Paris, Hermann; 1886. 
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Supposons qu’une quantité d’electricite dg décrive un élément de 
chemin à l’intérieur de ce conducteur. Elle engendre une quantité de 
chaleur dQ. St la temperature des diverses parties du système est supposée 
stationnaire, celle quantité de chaleur est cédée à l'extérieur. L’entropie 
du système varie en même temps de dS. Si nous désignons par T la 
température absolue le long de l'élément de chemin parcouru par la 
charge électrique, et par dN la transformation non compensée élémen- 
taire accomplie par ce transport, nous aurons 


(1) N +48 = AN. 
La condition d’équilibre s’obtient en exprimant que la modification 
considérée est réversible ou que dN = 0, ce qui donne 
(2) dQ = — dT ds. 
Soient 


aU la variation de l'énergie interne du systeme; 

P la pression externe, supposée normale, uniforme et constante, qui 
agit sur ce système; 

. dy la quantité dont son volume augmente; 

A l'équivalent calorifique du travail. 


On aura 
dQ = — d(U + APv). 


Si nous désignons par dé le travail non compensé, c'est-à-dire l'ex- 


pression 
ET dN, 


dans laquelle E désigne l’équivalent mécanique de la chaleur, nous 
aurons, au lieu de l’Egalite (1), l'égalité 

(1') d& — —d(EU+ Pv) + ET as, 

et, au lieu le l’égalité (2), l’egalite 

(2°) d(EU + Pv) = ET 48. 


Supposons qu’on transporte la charge dq d'un point M pris à une ex- 
trémité du conducteur en un point M’ pris à l’autre extrémité du mème 
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conducteur. Le travail non compensé total qui sera effectué aura pour 
valeur 


aM 

(17) dé =—d(EU+P 0) +E | Tas, 
M 

et, sil ya équilibre, nous aurons 


M! 
(2") q(EU + Pr)=E f T ds. 
M 


Dans ces deux dernières formules, le symbole d( EU + Pv) représente 
l’accroissement total que subit la quantité (EU + Pv) lorsque la charge dq 
passe du point M au point M, tandis que dS représente l’augmentation 
que subit l’entropie du systeme lorsque la charge dq décrit un élément 
de trajectoire au sein d'une portion de métal dont la température est T. 

Supposons maintenant que le conducteur considere laisse passer l'elec- 
tricilé sans éprouver aucune modification permanente. Nous pourrons cal- 
culer le terme d(EU + Pv) qui figure dans les formules (1”) et (2”). 

En premier lieu, la température de chaque élément de volume étant 
supposée constante et cet élément de volume ne subissant aucun chan- 
gement d'état, sa grandeur ne varie pas. On a donc dy — 0, etleterme 
à calculer se réduit à EdU. 

Mais, d'autre part, la variation subie par l'énergie ne dépend que 
de l’état initial et de l’état final du système; cette variation gardera 
la même valeur si, d’une autre manière, on fait passer la charge dg du 
point M au point M’. 

Supposons, par exemple, que nous fassions passer la charge dg du 
“ point M au point M’ par un fil dont tous les points sont à la même tem- 
pérature et qui laisse passer l'électricité sans éprouver de changement 
d'état. La quantité EdU aura la même valeur que dans le cas précé- 
dent; mais, maintenant, nous pourrons calculer cette valeur. 

En effet, le fil laissant passer l’électricité sans changement d état, 
son volume ne varie pas, le travail externe est nul; EdU représente 
donc le travail total effectué dans la modification dont il s’agit. Le tra- 
vail total est la somme du travail compensé et du travail non compensé. 
Or nous avons indiqué ailleurs (‘) les raisonnements qui permettent 


(1) Le potentiel thermodynamique et ses applications, 111° Partie, Chap. I et HIT. 
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de déduire des seules lois de Coulomb l’expression du travail compensé 

et du travail non compensé produits par le déplacement d’une charge 

électrique dq au sein d’un conducteur dont tous les points sont à la mème 

température et qui laisse passer l'électricité sans éprouver de change- 

ment d’etat. Voici les résultats qu’on peut déduire de cesraisonnements: 
Soient 


V le niveau potentiel en M; 

V’ le niveau potentiel en M'; 

e une constante qui dépend de l’unité choisie pour évaluer les charges 
électriques; 

6 une quantité qui dépend de la nature de la substance à l'intérieur 
de laquelle se trouve le point M; 

0’ une quantité analogue relative au point M’. 


Le travail non compensé produit par le transport de la charge dq du 
point M au point M’ au travers du fil en question aura pour valeur 


[(eV + 8) — (eV'+ 8’)] dq. 


Soient H et H’ deux quantités analogues à 0 et 6’. Le travail com- 


pensé aura pour valeur 
(H — H’) dq. 


On aura donc 


EdU =[(eV'+ @'+ H’) — (eV+ 6 + H)] dy. 


D'après ce qui précède, l'équation (1”), qui donne le travail non 
compensé produit par le déplacement d’une charge dg du point M au 
point M’ peut s'écrire 


7 
(3) de =[(eV+0 +H) —(eV'+ 0+ H')] dg +Ef Tas, 
M 
et la condition d’équilibre devient 
w 
(4) (V+ 0+H)—(eW+O'+H) + ZE f TdS=o. 
M 
Ces égalités sont des conséquences des principes fondamentaux de 


la Théorie mécanique de la chaleur, joints aux lois données par Cou- 
lomb pour les actions mutuelles des corps électrisés. Pour en déduire 
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quelques conséquences, cherchons à donner une forme plus expjicite 
au terme 
u. 
Ef Tas. 
M 


Nous ne supposerons pas le conducteur homogene; mais, tout 
d'abord, nous le supposerons formé d’un nombre fini de substances 
différentes; pour fixer les idées, nous admettrons que le nombre de 
ces substances se réduise à trois, que nous désignerons par les lettres a, 


b,c (fig. 1). 


Fig. 1. 





: ' 
\ 
\ 
\ 
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Nous désignerons par T, la température commune des parties ex- 
trémes du conducteur; le point M sera supposé à l'intérieur du 
métal a, le point M’ à l'intérieur du métal c. La valeur de la quan- 
lité H dépend de la nature du métal a et de la température T,; nous 
mettrons cette relation en évidence en remplaçant la lettre H par le 
symbole H,(T,). De mème nous remplacerons la quantité H’ par le 
symbole H.(T,). 

Nous désignerons par T, la température de la soudure qui separe le 
metal a du metal 5, et par T, la température de la soudure qui sépare 
le metal 6 du métal c. Soient N et P deux points infiniment voisins de 
la premiere soudure, l’un à l’intérieur du metal a, l’autre à l’intérieur 
du métal 5. D’après un raisonnement exposé ailleurs ('), la charge dg 
passant du point N au point P fournit à l'intégrale qu'il s’agit de cal- 
culer un terme qui a pour valeur 


ET, dS + [H4(T;) — Ha(T;)] dg. 


Soient de méme Q et R deux points infiniment voisins de la seconde 
soudure, l’un à l’intérieur du metal 5, l’autre à l’intérieur du metal c. 


Ne ee ms 


(1) Le potentiel thermodynamique et ses applications, 111° Partie, Ch. I, § I. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome Il. — Decewere 1885. 32 
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La charge dg, passant du point Q au point R, fournit à l’intégrale 
qu’il s’agit de calculer un terme qui a pour valeur 


ET, dS =[H.(T,) — H,(T,)] dy. 


On a donc 
| 1 m ] N 1 u I “ 
LE Tas LEf TaS+ LE Tası À [ IS 
(5) ‘ dq I dq ey dy U ‘ dq Ey Te 
HT) + NT) Wy (Ta) 2e HT). 


La partie de la trajectoire décrite par la charge dq qui est relative 
a chacune des intégrales qui figure au second membre est décrite tout 
entière à l’intérieur d’un seul métal dont les divers points sont à des 
températures différentes. Il nous reste donc à évaluer l'intégrale 


E [Tas 


relative au déplacement d'une charge dq à l'intérieur d’un corps homo- 
gene dont la température varie d’un point à un autre. 

La variation dS est évidemment de l’ordre de grandeur du produit 
de la charge transportée dg par le chemin ds que cette charge par- 
court; elle s’annule, comme nous l’avons vu ailleurs ('), si la tempe- 
rature est constante le long de l’élément ds. On peut donc écrire 


„_.dT 
dS = } Ts ds dy. 


Supposons que la charge dq soit transportée le long de la trajectoire 
du point d’affixe s, au point d’affixe s,. L’entropie variera de 


si 
ds = au f ds. 

Supposons que les points d’affixes s, et s, soient a la méme tempe- 
rature; entre ces deux points, placons un fil de méme substance que 
le conducteur considéré et ayant la méme température en tous ses 
points; supposons que l'on fasse revenir la charge dg du point s, au 





(!) Le potentiel thermodynamique et ses applications, I° Partie, Ch. I, SI. 
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point s, suivant ce fil; nous savons que, dans cette modification, l’en- 
tropie du système ne variera pas. La variation totale subie par l’en- 
tropie du systeme est donc identique à la variation subie par l’en- 
tropie durant la premiere modification. Or, apres l'ensemble des deux 
modifications, l’état final du système est identique à son état initial; 
la variation de l’entropie est nulle; par conséquent, la variation de 
l'entropie durant la premiere modification est aussi égale à zéro. 

En d’autres termes, si les points s, et s, sont à la même tempéra- 


ture, 
[xt =o 
a a int: 


Us 


ce qui exige que, pour une substance déterminée, À soit une fonction 
de la température seule, cette fonction pouvant d’ailleurs être diffé- 
rente pour des substances différentes. 


Si nous designons par u(T) une fonction de la température dont la 
forme dépend de la substance étudiée, nous pourrons poser 
ETA = p(T). 


Nous aurons alors 
ET dS=p(T) dl dy 


et, par conséquent, 
el Tas =f "DAT, 


(6) jail, ras = [* u,(T) aT, 


oT 


ef Tas= J rin) AT. 


Les equations (5) et (6) permettent d'écrire, lorsque le conducteur 
est formé d’un nombre limité de substances séparément homogènes, 
trois par exemple, 


m [ TAS =—Ha(Ty) + Ha(Ty) — Ho(Ta) + CT) 


T: T: To 


+f w(TaT+ fo p(Tat+ fo me(T)aT. 
T, JT, T 
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Cette expression manque de symetrie. Nous pourrons la rendre plus 
symetrique en ajoutant aux deux membres 


H — W'=H.(T,) —H.(T,) 


Nous aurons alors, en effet, 


AT, 
AA Tas) = f Pa(T) dT —[H,(T,) — H,(T,)| 


dq 
A +f “po(T) AT CT) — Ha (TO 
u « 
| BAT) dT — [He (Te) — He (T1. 
“Ts 


Cette égalité, mise sous cette forme, s'étend aisément au cas où la 
nature du conducteur varierait d’une manière continue; soit x un para- 
mètre variant d’une manière continue et définissant la nature du con- 
ducteur en un point; les fonctions uv et H deviendraient des fonctions 
des deux variables Tet.r; T, se rapprochant indéfiniment de T,, la dif- 


ference 
H(T,)— H(T,) 


deviendrait 
0 
ap Cr D) aT, 
et l'on aurait 
v „4 
1 ° , , fs , dHir, Dia 
el T dS — (H'— IL) =| pie, T) dl -[ — rd 


D'ailleurs on a 
y Ww 
*" 0H (r,T) "7 OUW(x,T) 
nf Core D ar, 
I Or J OT 
Si donc on pose 
OH(2x,T) 
hr, T)=—= Zur TS 


on aura 


(8) iy ef Tas = [| La, TdT 2 AG, Td), 
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Les égalités (3), (4), (7) et (8) conduisent aux résultats suivants : 
Si le conducteur est formé d’un certain nombre de substances diffe- 


rentes, trois par exemple, le travail non compensé produit par le pas- 
sage d’une charge dq d’une extrémité M à une autre extrémité M’ a 


pour valeur 


oT, 
| de = | (eV +8) —(eV'+8")—[H,(T,)—IL(T,)] +f wa(T) dT 
To 
| r. 
(9) | —[H,CT) M CT)]+ CT) dT 


Ti 


To 
_ THAT + f p(T) aT | dy, 
T: 


et la condition d’équilibre est la suivante : 


{ T . 
| (eV +0)—(eV'-+ 0')=] p(T)dT—[H,(T,) — Ha(To)] 


To 


7 
(10) +[ BCD) AT — (Ts) — HT) 
UT, 

. | 
| + [RCD dT —[Me(Ty) — HT 
“Ts 


. Lorsque la constitution du corps varie d’une maniere continue, ces 
égalités sont remplacées par les suivantes : 


f y 
(11) de =} (eV-+0+H)—@V+e'+H)+ f [u(x,T) dT + h(x, T) dz] \dg, 
| M 
M 
(12) EV+6)—(V'+8)=H—U—/ [u(r, TAT + h(x, T)dr |. 
M 


Ces résultats dérivent tous de l'application des principes de la Ther- 
modynamique aux seules lois de Coulomb. 

Bornons-nous, pour le moment, au cas où la nature du conducteur 
présente des discontinuités, et désignons par & le second membre de 
l'égalité (ro), qui pourra s’écrire alors 


(10') (eV +8) —(eV'+ 0’) =E. 
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Si les deux métaux qui terminent le conducteur étaient directement au 
contact, à la température T,, la condition d’équilibre électrique entre 
ces métaux serail 


(13) (eV +8)—(E:V'+08') =0. 


La différence de niveau potentiel qui existe entre les deux métaux n’est 
done pas la même dans les deux cas. 

Dans le second cas, si l’on mettait les deux métaux en communica- 
tion respectivement avec les deux plateaux d’un condensateur, ces deux 
plateaux, supposés de même nature, resteraicnt au même niveau poten- 
tiel; dans le premier cas, il s’établirait entre ces deux plateaux une dif- 


n 
férence de niveau potentiel égale a = Telles sont les conséquences 


générales qu’on peut déduire de l'application des seules lois de Cou- 
lomb au probleme qui nous occupe. 
Nous discuterons plus loin ces conséquences. 


II. — Propositions fondamentales relatives au circuit fermé. 


Si l’on ferme le circuit en réunissant les deux extrémités supposées 
à la température T, soit directement, soit par un fil dont tous les points 
sont à la température T,, l’incompatibilité des deux conditions (10’) 
et (13) montre que, si € n’est pas égal à zéro, l’équilibre sera impos- 
sible * Le circuit deviendra alors, au bout d’un certain temps, le siège 
d’un courant stationnaire dont il faut déterminer la grandeur. 

Cette détermination résulte de la proposition suivante : 


La force electromotrice, qui, dans le circuit fermé, tend à faire marcher 


le courant dans la direction qu'au § 1 nous avons fait suivre a la charge dq 
apourvaleurs. ” | 


La démonstration de cette proposition ne repose pas seulement sur 
les lois de Coulomb; elle suppose encore deux autres propositions, qui 
nous ont déjà servi ailleurs à établir la relation qui existe entre la dif- 
férence de niveau potentiel aux bornes d’une pile ouverte et la force 
électromotrice d’une pile fermée. 
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La premiere de ces propositions est une pure hypothèse; elle s énonce 
de la manière suivante ('): 


Soit un système composé de courants fermés, uniformes, constants et 
unmobiles. Un des conducteurs qui constituent ce système est traversé par 
un courant d'intensité |. Pendant le temps dt, une portion déterminée de ce 
conducteur est le siège d'une modification déterminée et, en même temps, 
elle est traversée, dans un sens determine, par une quantité d'électricité | dt. 
Le travail compense et le travailnon compense effectués, pendant le temps dt. 
dans la portion considérée du conducteur, sont égaux respectisement au 
travail compensé et au travail non compensé qui seraient effectués st cette 
portion du conducteur subissait la même modification et si en même temps 
on deplagait virtuellement, dans le sens du courant, au travers de ce con- 
ducteur, une charge dq —1 dt, toutes les autres charges que renferme le 
Système demeurant immobiles. 


La seconde proposition est une généralisation de la loi expérimen- 
tale trouvée par Joule pour les conducteurs homogènes dont tous les 
points sont à la même température; elle s’énonce ainsi (?) : 


Le travail non compensé produit pendant l'unité de temps dans un seg- 
ment de conducteur traversé par un courant d'intensité I, au sein d’un 
système forme de corps immobiles traversés par des courants fermés, uni- 
formes, constants, invariables de forme et de position, est égal au produit 
de la résistance R du conducteur par le carré de l'intensité du courant. 


Ces deux lemmes nous donnent immédiatement la démonstration 
de la proposition que nous voulons établir. 

D'après le premier de ces lemmes, le travail non compensé produit 
dans le cireuit pendant le temps dt se déduit de la formule (9) en 
supposant que le point M’ soit relié avec le point M par un fil formé 
par exemple du métal a, et dont tous les points sont à la même tem-, 
pérature. On a alors 

eV+O0=—2'V'+ 0’ 
et, par consequent, 
de = CI dt. 


(1) Le potentiel thermodynamique et ses applications, WE Partie, Chap. III, § If. 
(?) Le potentiel thermodynamique et ses applications (Ibid.). 
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D’autre part, d’après le second lemme, si l’on désigne par R la ré- 
sistance du circuit fermé, on aura 


dé = RP dt. 
La comparaison de ces deux valeurs de d& donne immédiatement 
(14) & = RI, 


relation qui démontre la proposition qu'on avait en vue d’etablir. 

Les lemmes précédents permettent également d'étudier le degage- 
ment de chaleur qu’un courant détermine dans une portion de con- 
ducteur dont les points sont à des températures différentes; nous avons 
étudié ailleurs les lois du dégagement de chaleur produit au voi- 
sinage des soudures, dégagement de chaleur qui a été découvert par 
Peltier; nous nous contenterons donc d’étudier ici le dégagement de 
chaleur produit dans un conducteur homogène. 

Considérons un élément de longueur de ce conducteur. Pendant le 
temps di, il est traversé par une quantité d'électricité Idt. Soit dQ la 
quantité de chaleur dégagée pendant ce temps dans cet élément. 

D’après l'égalité (1), on a - 


dQ =—TdS+TdN 
—A(d& — ET dS). 


D'après le premier lemme, la valeur de ETdS est celle que nous 


avons calculée au S I : 
ET dS = I(T) aT dt. 


D'après le second lemme, si l’on désigne par dR la résistance de la 
portion de conducteur considérée, on a 


de = dR dt. 
On a donc 


(15) dQ = A dR dt — AIu(T)4T de. 


Le premier terme représente la quantité de chaleur dégagée d’après 
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la loi de Joule. Le second terme représente un degagement de chaleur 
complémentaire qui a été découvert par Sir W. Thomson; ce degage- 
ment de chaleur est proportionnel à l’intensité du courant; il change 
de signe lorsque le courant change de sens; il s’annule si la tempera- 
ture est la méme en tous les points du conducteur. 


III. — Circonstances dans lesquelles les phénomènes thermo-électriques 
peuvent se produire. 


Cherchons les circonstances dans lesquelles la force électromotrice & 
peut être différente de zéro, et où, par conséquent, le circuit fermé 
sera le siege d’un courant. 

Supposons, en premier lieu, le circuit fermé formé d’un seul métal 
dont la température varie d’un point à un autre. Dans ce cas la force 
electromotrice a pour valeur 


To 


s=[ p(T)dT—[H(T,)—H(T)), 


To 


quantité qui est identiquement nulle. Done le seul état permanent qui 
puisse s'établir sur un circuit fermée formé d'un seul métal dont les divers 
points ont des températures différentes est l'état d'équilibre. 

Envisageons un circuit fermé formé de plusieurs métaux séparé- 
nent homogènes, trois par exemple, et supposons que toutes les sou- 
dures soient à la mème temperature; la force électromotrice a, en 
général, pour valeur 


T, 
oa f ‘a(T) dT —[H,(T,) — Ha(To)] 
T 


Ts 
+ £.(T) dT — [H,(T,) TT H,(T;)] 


JT, 
To . 
+f pe(T) dT —[H-(T.) — H(T;)] 
Ts 
Si Pona | 
To = Ti =T,, | 
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on trouve immédiatement 


co. 


Ainsi, dans un circuit forme de plusieurs metaux dont toutes les sou- 
dures sont a la même temperature, le seul état permanent qui puisse s'eta- 
blir, c’est l’état d'équilibre. 

Lorsque les soudures d’une chaine formée de plusieurs métaux sont 
à des températures différentes, l’équilibre électrique est-il possible sur 
cette chaîne? Pour simplifier les raisonnements, supposons la chaine 
formée seulement de deux métaux, le métal a et le métal c étant iden- 
tiques. La question à résoudre est la suivante : La quantité €, deter- 
minée par la relation 


; T, oo. 
| |: f BD) dT — [He (Ts) — He(Ti)] 
. h T; 
(16) T, 
| + Ka(T)dAT — [H.(T,) — Ha(T;)]: 


Te 


peut-elle être égale à zéro? 
Pour décider si l'égalité 
Ê£—=0o 


est possible, nous devrons tenir compte de l’égalité qui exprime que, 
tandis qu'une charge électrique dq parcourt tout le circuit fermé, l’en- 
tropie du système ne varie pas. Cette égalité se déduit aisément de ce 
qui précède. 

Lorsque la charge dg traverse la soudure à la température T,, du 
métal a au metal 5, l’entropie du systeme augmente de 


HT) — WaT) 49. 


Lorsque la charge dg parcourt ensuite le metal 4, l’entropie aug- 
mente de 


Ty 
A dy [ HO ar. 
T, 


Lorsque, en troisième lieu, la charge dg traverse la soudure à la tem- 
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perature T, du métal 5 au métal a, l’entropie augmente de 
À r ° | 
T. [H.(T,) — H.(T:)] dg. 
2 


Lorsque, enfin, la charge dq parcourt le métal @ pour revenir à son 
point de départ, l’entropie croît de 


T 
'Pa(T) 
Ada Bat dT. 


L’egalite qui exprime que l’entropie ne varie pas est donc la suivante: 


" belt) dT — Ee _ | 


(17 " : 
T 
“po (T) H,(T:) — =H) |=0 
-f at + | T; T 


Cette égalité doit avoir lieu, quelle que soit €. Si l'on veut, en outre, 
que € = 0, on devra avoir | 


Ti 


Te 
| fi wa(T) AT — [Ha(Ts) — (TN 
(17 


/ Ts | 
| — | po(T)dT + [H,(T:) — H,(T:)] = 0. 


\ T, 


Ces deux égalités peuvent-elles avoir lieu, quelles que soient les tem- 
pératures T, et T,? Dans ce cas, les égalités 








(19) Pa(T) BT) _ a - in 

9 T CT ~— dT T |’ 
dH.(T dH,(T 

(20) Pa(T) — £,(T) = ei ) — u, 


qu'on obtient en les différentiant soit par rapport à T,, soit par rapport 
à T,, doivent avoir lieu, quel que soit T. 
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Si l’on tient compte de l’egalite (20), l’égalité (19) donne 


(21) H,(T) =H, (T), . 
et l’egalite (20) devient alors ‘ 
(22) Pa(T) = (TT). 


. 

L'égalité (21) signifie que la quantité de chaleur que l'électricité 
dégage, en vertu du phénomène de Peltier, en passant du métal @ au 
métal b, est nulle à toute température; l'égalité (22) signifie que le déga- 
gement de chaleur qui constitue le phénomène de Thomson a identi- 
quement la mème valeur pour les deux métaux; ces conditions ne seront 
pas réalisées en général si les deux métaux sont différents. Donc, sur 
une chaîne bimétallique dont les soudures sont à des températures diffe- 
rentes, l'équilibre n’est possible que pour des systèmes particuliers de valeurs 
des températures des deux soudures. 

En général, le système deviendra le siège d’un courant permanent; 
c’est la force électromotrice de ce courant thermo-électrique qu'il s’agit 
maintenant d'étudier. 


IV. — Formules de Sir W. Thomson et de M. Clausius. 


Sir W. Thomson (') et M. Clausius (?) ont cherché les premiers la 
relation qui lie la force électromotrice d’un couple thermo-électrique 
aux températures des deux soudures. 

M. Clausius admet que l’on peut appliquer le théorème de Carnot 
au dégagement de chaleur produit aux deux soudures en vertu des 





(1) Sir W. THomson, On a mechanical theory of thermo-electric currents | Philosophicai 
Magazine, 4° série, t. Ill, p. 529). — On the dynamical theory of heat. Thermo-electric 
currents (Edimbourg Royal Society Trans., XXI, p. 123; 1857. — Edimb. Roy. Ste. 
Proc., t. II, p. g1; 1857). | 

(2) R. Crausıus, Sur l'application de la Theorie mécanique de la chaleur aux pheno- 
menes thermo-clectriques ( Poggendorff’s Annalen, t. XC, p. 513. — Theorie mécanique 
de la chaleur, traduit par Folie, t. I, p. 126). 
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lois découvertes par Peltier; il admet en outre que-la force électro- 
motrice du couple est proportionnelle à la différence de ces deux dé- 
gagements de chaleur. Il arrive alors à la conclusion suivante : 

« Dans toute chaine composée de deux substances homogènes, la 
force électromotrice doit être proportionnelle à la différence de tem- 
pérature qui à lieu entre les deux contacts, ce que l’on peut regarder 
en général comme la règle dans le cas où les différences de tempéra- 
lure ne sont pas trop considérables... Néanmoins, à elle seule, elle 
ne représente pas les phénomènes avec une exactitude complète; en 
analysant ceux-ci, surtout dans le cas où il se présente de hautes tem- 
pératures, on trouve en effet des écarts notables qui montrent que, 
dans la production de ces phénomènes, il y a des circonstances acces- . 
soires qui agissent, et dont il n’a pas été tenu compte dans la déduc- 
tion de ces expressions. Ce fait se manifeste surtout dans une chaîne 
composée de fer et de cuivre : on sait que, lorsqu'on échauffe progres- 
sivement l’un des contacts, l'intensité du courant, au lieu d'augmenter 
constamment, décroît à partir d’une certaine température, et qu'à la 
chaleur rouge il y a même renversement du courant (') ». 

Sir W. Thomson a adopté le même point de départ que M. Clau- 
sius; mais, au lieu d'appliquer le théorème de Carnot au seul dégage- 
ment de chaleur découvert par Peltier, il a fait entrer en ligne de 
compte le dégagement de chaleur analogue qui se produit entre deux 
parties inégalement chaudes d'un même métal. Il a établi ainsi des 
forınules qui ne rencontrent plus dans l'expérience aucune contradic- 
tion. 

Mais la voie suivie dans l'établissement de ces formules permet de 
douter si elles représentent des lois exactes, quelle que soit la grandeur 
de la force électromotrice, ou bien si elles représentent seulement des 
lois limites exactes pour les forces électromotrices.infiniment faibles, et 
plus ou moins approchées pour les forces électromotrices de grandeur 
finie. Les propositions établies dans les paragraphes précédents vont 
nous permettre de démontrer que les formules de Sir W. Thomson 
sont exactes, quelle que soit la valeur de la force électromotrice. 

La force électromotrice est donnée par l'égalité (16). 





(1) Crausıus, Theorie mecanique de la chaleur, trad. Folie, t. Il, p. 150. 
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Posons 

| : dH.(T 

| =) — u, 
dH,(T), 


(23) 
| HT) = po(T) — — 


L'égalité (16) pourra être remplacée par la suivante : 


T: 
(24) ET [4,(T)—4,(T)] aT. 


Ti 

Mais l'égalité (17), qui exprime que l’entropic demeure invariable, 

a lieu quelles que soient les températures T, et T,. On a donc, quel que 
soit T, 


La(T) Ha(T) _pe(T) _ d HT) 


(19) d 
9 TT ” T AT T 


ce qui peut s’écrire, en vertu des égalités (23), 


2 H,(T) —_— H,(T) 
F(T) + pm HFT) + nn 
L’égalité (24° devient alors 
Ts; rg 
(95) 8 [MCD SWAT) gp 
Ti 


C'est la formule de Sir W. Thomson. 

Tous les Traités de Physique exposent les conséquences que Sir W. 
Thomson a déduites de cette formule au moyen de considérations 
géométriques très simples; il est donc inutile que nous nous y arré- 
tions ici. Nous allons chercher seulement quelles conséquences on 
peut en déduire si l’on néglige le dégagement de chaleur qui constitue 
le phénomène de Thomson, comme .M. Clausius l’a fait dans son 
Mémoire sur les courants thermo-électriques. 
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Si l’on suppose nul le dégagement de chaleur qui constitue le phé- 
nomène de Thomson, on a 
Ka(T) =O, 


po(T) =o. 


L’égalité (19) devient alors 


d H4(T)—H,(T) _ 


= —= 0, 


aT 1 


ou bien, en désignant par L une constante particuliere aux deux 
métaux a et b, 


(26) H,(T) — H,(T) = LT. 
L'égalité (25) devient alors. 
(27) Un). 


L’égalité (26) exprime que le degagement de chaleur qui se pro- 
duit, conformément à la découverte de Peltier, lorsque l’électricité 
passe du métal a au métal 6 ou inversement, est proportionnelle a la 
température absolue du contact; l’égalité (27) montre que la force 
électromotrice du couple est proportionnelle à la difference de tempe- 
rature des deux soudures. Lors donc qu’on se place dans les condi- 
tions que M. Clausius a supposées réalisées, on retrouve les résultats 
obtenus par ce physicien. 

Les raisonnements précédents permettent donc de donner une théorie 
complete des phénomènes thermo-electriques. Pour trouver la diffé- 
rence de niveau potentiel qui existe aux deux extrémités d’une chainc 
thermo-électrique ouverte, nous avons fait usage de propositions dont 
la démonstration suppose exclusivement les principes fondamentaux 
de la Thermodynamique et les lois des actions entre corps électrisés 
découvertes par Coulomb; c’est seulement pour établir le relation, 
admise par tous les physiciens, qui lie cette différence de niveau à la 
force électromotrice du circuit fermé, que nous avons eu à invoquer 
deux autres principes. Nous pensons que cette marche, analogue à 
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celle que nous avons suivie, dans un autre travail, pour étudier la force 
électromotrice de la pile voltaique, ne saurait laisser de doute sur 
l'exactitude des résultats obtenus. I] nous reste à montrer que cette 
méthode permet d'expliquer certains phénomènes dont la théorie n’ait 
pas encore été abordée ; c’est ce que nous ferons dans la seconde Partie 
de ce Mémoire, en étudiant lcs phénomènes pvro-électriques. 


CONSIDERATIONS NOUVELLES 


SUR LE 


DETERMINANT DE SMITH ET MANSION, 


Par M. ERNEST CESARO, 


ETUDIANT A L UNIVERSITE DE ROME. 





Le déterminant de Smith et Mansion est celui dont chaque élément 
égale une fonction quelconque, F(z, 7), du plus grand commun diviseur 
des indices z et 7. Soitu(æ) une fonction généralement nulle, mais égale 
à l'unité pour æ =1 et à (— 1)" lorsque x est le produit de + facteurs 
premiers, inégaux. Définissons une autre fonction / par la relation 


f(@)=n(2) FO) + ee) Fea) + 4(F) FO +... 


On sait que, inversement, F(a) est la somme des valeurs de la fonc- 
tion /, qui correspondent aux diviseurs de x. Par exemple, avec les 
notations de Pa) facets pour f(x) = 9(z), ona F(x) =a; pour 


f(x) = x, onaF(x) = fx, etc. Cela étant, M. Mansion a démontré que le 
- déterminant 
F(1,1) F(1,2) F(1,3) ... F(i,n) 
F(2,1) F(2,2) F(2,3) ... F@,n) 
F(3,1) F(3,2) a ” ee RG, ") 
F(n,ı) F(a,2) F(a, 3) sae F(a, n) 


a pour valeur 


An = f(1) (2) f(3) ... fin). 


Dans le Journal de Battaglıni (1885) et dans les Nouvelles Annales, 
nous avons poursuivi l'étude du déterminant A,. Nous allons faire d’au- 
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tres considérations en cherchant ce que devient A, lorsqu'on y sup- 
prime les colonnes et les lignes, dont les indices sont respectivement 
Lis lay onen dy OÙ Jy, Jar cs Ju. Le déterminant qui en résulte sera repré- 


senté par la notation 
| hd... “|e 
Ji fa fs --- Jv 


L'étude de A, est basée sur la propriété suivante : 
La somme 


e(# FG, æ)+ a (2 =) F(a 2) +2(5 ) F(3, r)+.. 


nulle en general, est egale a f(n) lorsque x est divisible par n. 
Supposons d’abord v = 2 el, dans le déterminant modifié, ajoutons 
a la derniere colonne toutes les autres, respeclivement multipliées par 


„(2 ,ul—), w{2) ---- Le riöme élément devient 
ir Vo [13 


-r(% À Finn) 2 (2) FC); 


mais on doit, en outre, ajouter f(r) au dernier élément. En opérant 
de même sur les lignes, on trouve que le ri" élément de la dernière 


ligne est 
-u(# ) FU r)— «(= 7) Fer) 


tandis que le dernier élément se change en 


EN METER ONE Rn 
+e(z)e(} +) Ein +8 (2 Je 


=) F( os, Ja). 
Il en résulte, en supposant Li, Jı<J» 


Bao 
ON ar] 
ee] (7 


+ (Nr 
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Soit A}; le complément algébrique de l'élément F(z, j) dans A,, de 
sorte que 


Ü in) +s AMA) 
j = (— 1) A}, . 


«(7)»(#)= Ne) Oi 


la dernière formule devient 


| I F af =|" aye 
FC) Lys Js Jı Ja 


+ (— 1)? [ Qi" Av — Qi” Aa) — 0) AMD TE om An 


IıJı tale je tai il Uule tl U’ 


Apres avoir posé 





où, pour abréger, p désigne la somme i, + 1, +7, + Ja. Dans le Journal 
de Battaglini, nous avons démontré que l’on peut écrire 


. ron 
= {n) - w=) tr) 
A; = aij ou ;; = 05 . 
rail 


Nous avons donc 


I F |" = I E ay 
. A, Ji Ja A, - i Jı Jı 
+ (— [ON a ar) — (n) ar CfA) gin- D + Qi”) ar 1) 


als ig) isda Tiss: fats is lala li 


En supposant que #, ne soit inférieur à aucun des nombres £,, /,, Jo: 
on peut changer nenr—1,n—2,...,1,+1. Il vient, par addition, 


|; af = I E an 
ALLA: Js 7 ALA Ja 


rzn 
_ {N (r—1)_ {r) (r=4)_ (ry (r—1) {mM ai": 1) 
+ ( 1)? > [ indy isis 07, Ki — fad Ai ;, + Qi, buds . 
r=i,+1 


Appliquons les mêmes transformations au cas de n = ty. Nous trou- 
vons sans peine 


Lie) =~ nee F) ais + ore Z) a 
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ou bien, en observant que p».(1)= 1, 
I ht 8 Us 1 ig ig) 
LT 8] Co Of a+ O85, at 


{n) 


Consöquemment, si nous concevons que la quantité «&;; soit nulle 
lorsque n est inférieur à l’un des indices, ce qui est d’accord avec l’ex- 
pression que nous en avons donnée en fonction des quantités Q, nous 
pourrons écrire 


r=n 

ı1[4 "on [on al) _QN rd QU girth QU gern 

A on — Usa lads Ilja lan Fadi” ty) Pada indy ° 
n L/: J: 


v=2 


Or il est évident que 


En conséquence, si l’on observe que 


TZ T T 
04 OF at. = 030%, 


on trouve définitivement 
1 ü L. (n) - 
A B i =(— 1)? [ aft? a, — a, ai") J. 
n 


La relation que nous venons d'obtenir se déduit d’une autre plus 
générale, que nous fournit immédiatement la théorie des déterminants 
réciproques. Observons d’abord que, d’après les notations adoptées, le 
complément algébrique du mineur 


F(t,71) F1) F1) --- F(&, 71) 
Fée) F(tssJ2) FlisjJe) --- F(,73) 
F(tsJs) Flisyjs). F(éss) --. F(&,73) 
F(t,.Jy) F(t, Jv) F(t3, Jv) ... F (i, Jv) 


est 


u lg ly .. (n) . Br . . . . . 
(— ı)P hhleed ) ou P=tutit ++ jJit jets +Jv 
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On sait, d’ailleurs, que le mineur homologue, dans le déterminant 

réciproque de A,, est précisemént égal au complément dont il s'agit, 
multiplié par la (v — r)% puissance de A,. On en déduit aisément 


In gl) im. (n) 
Kulı is}s Ty | "°° [M 
in) (n) (n) (n) 
oo. . Ile a, Li ... is 
(—1)? iy lg eee à 109 
FI SAN £1n\ .. 2 M = (7) (re) (2) tn) 
SU) f(2).. f(2) Ji Ja --- Js fs] ‘s/s lade iyjs 
(72) (in) an) , am 


iv isfy las iviv 
Arrétons-nous de nouveau au cas de v= 2, etsupposonsi, —7,—1, . 
la =J,=2, de sorte que le déterminant résultant est celui qui a 


F(i + 2,7 + 2) pour élément général. On a 





|: TuS yo, yacı yeorG) 


12 La I(T) du fir fin 
, k(r) #(2)-sor(z)] 
=) rr) f(s) 


où et s doivent varier, séparément, de 1 27. Si l’on veut considérer 
exclusivement les valeurs de r et des, qui donnent des termes diffé- 
rents de zéro, on doit remarquer qu'elles ne sont liées an par d’autres 
conditions que de lui être inférieures, de sorte qu’il est possible de les 
calculer une fois pour toutes, en supprimant, ensuite, celles qui sur- 
passent n. Le numerateur 


| wr) a(S) — acs) (2) | 


ne peut avoir que les valeurs 1 et o : cherchons pour quelles valeurs 
de ret s il est égal à l'unité. Si l'on désigne par u,, uz, us, ... les 
termes de la série 


1, 3, 5, 7, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 29, 31, 33, 35, ..., 


qui sont impairs et privés de facteurs carrés, on reconnait que trois 
hypotheses seulement sont possibles : 


r = uy, s=2uj; r= Uj, s—4u;; r=2Uu,, s—hu,. 
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Posons, pour abréger, 








N ı N =} 
7 2 Fu ha SRM has fA) 


Ona 


12 |‘) . 
x| | = BC + CA + AB, 
An {I 2 


en faisant f(x) = x pour x > n, ce qui est permis, vu qu'il n'y a pas 
lieu de considérer, dans le déterminant donné, des valeurs de f(2), 
pour lesquelles # surpasse rn. Ainsi, dans le cas den = 5, on trouve 
F(3,3) F(3,4) F(3,5) 
F(4,3) F(4.4) F(4,5) 
F(5,3) F(5,4) F(5,5) 











SD +A(3) /Cı) S (1) 
fü) ACD +S/(2)+/(4) SC) 
| J) (1) f(1) + f(5) 





III) | TS + at ATH To 
+700 HAG * TOT) 
Soit encore, 7 étant Mercere) = x", et posons 

Sp i+ et get a + ait: 
On obtient aisement 


La ° 
2 Sr 
A = 2 B= aC = ——— Æ, 
2 + 1 Sek 


et, par suite, pour r indéfiniment grand, 


£2] 
lim |; ai ah ok br sx \? 
(1. 2. 3...n)* — ak(a*+1)? \ sy, 

En particulier, pour A = 2, on trouve que, si D, est le déterminant, de 
degré n — 2, dont chaque element, aux indices i et j, représente la somme 
des carres des diviseurs communs ai + 2 et] +2, ona 

2n+1 
lim (£) D, — 189e 


n ar 
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Nous trouvons aussi, en faisant v = 3, l'égalité 


1 fra 3] 
A, } i | ana ta an — fat [a+ at [at 1 + al [x ae 

Soicnt 9,,9,,v3,... les termes de la série 1, 5, 7, 11, 13, 17,..., 
premiers ou produits de nombres premiers, inégaux, autres que 2 et 3. 


Posons 
ü 1 


1 
f(mv:) + f(mv,) + f(mv;) + 


Om — 


En supposant f(x) = 2 , pour æ > 7, on trouve 


n) — (2) — 
ent tt, amas, 
(n)__ nr) 
Nee Fat Opt Og ton a —— (934+ 06); 
(2) __ )_ 
X33 — T3 + Set Fg + Dies AP = — (02 + Ce). 


Par suite, 


ı fr 231" 
xl, 2 | = 0,0306 + 010306 + O1 0175 + I1 9203 
al. 
+ (+ C2)(03 + Oe) (G4 + O49) + (01 + 03)(02 + Ge) (Fy + Tia) 
+1 + Og + G3 + Fe) (5, + O42) (Fy + Gis). 


On voit donc que le second membre se réduit a une somme de quan- 


tités analogues a » Où x, y, z sont trois nombres non su- 


I 
Fx) Y) S (4) 
périeurs à À, et différents entre eux. Si l’on cherche à généraliser par 
induction les propriétés qui précèdent, on est conduit à énoncer le 
théorème que voici: 

Le déterminant, de degré n — v, dont l'élément general est F(t +, J+), 
est égal à la somme de certains produits, n—vàr—vy, des nombres 
SE), SR). | 

Pour v= 0, on retrouve immédiatement le théorème de M. Mansion. 
On a vu que le théorème est encore vrai pour v = 1, v= a, v= 3. Dans 
le cas dev=n — 1, le déterminant se réduit a F(z), et il doitétre égal 
a la somme de quelques-uns des nombres f(1), f(2), ..., f(n), ce qui 
est exact: il suffit que x divise 2 pour que f(x) fasse partie de la 
somme en question. On vérifie facilement le théorème dans les cas de 
v—n—2,n— 3,.... Subsiste-t-il en général? Quoi qu'il en soit, on 
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aurait tort de croire que, plus généralement, tout mineur de A,, d’ordre 

v, est, en valeur absolue, une somme de produits y à v des nombres 

f(t), f(2), -..,‚/(n). Il est, en effet, bien aisé de trouver des mineurs 

qui ne possèdent pas cette propriété. Îl en est ainsi, par exemple, du 
mineur 

F(z) F(i, 2) 

| Fin,j) F(z, 2) 

toutes les fois que n a des facteurs communs avec les quotients de z et 

dej par leur plus grand commun diviseur. Cependant, les mineurs de 


l'ordre n — 1 satisfont toujours au théorème, ainsi que ceux du pre- 
mier ordre. Reprenons, en effet, la formule 


(3) (7) 





f(r)” 


où l’on suppose / (x) = x , pour z>n. Si mest le plus petit multiple 
commun de: et de 7, et que l’on représente par 2’ et7’ les quotients de 
ret dej par leur plus grand diviseur commun, il est clair que l’on peut 


écrire 
Ay —=p(Üsj)A, dim) 
f(mr)’ 


en sous-entendant que les valeurs attribuées à 7 soient premieres avec 
U et 7’, et n’admettent pas de facteurs carrés. Si 77’ admet des facteurs 
carrés, A;; est nul, quel que soit a : dans le cas contraire, on voit que 
Aj; est égal, en valeur absolue, à la somme de certains produits n — 1 
an — 1 des nombres /(1),/(2),..., /(r). En particulier, 


+ ee + 


fd: + Fai + 7065 (St) 765 * | 


L’ expression de «;; est très utile pour répondre à la question posée 
plus haut. On devrait étudier, en effet, le déterminant 


A — f(a) f(2) …f(R) ie 


(m 


MM ol) a... «7 
ay a) 2 ... af) 
in) — (n) n) {n) n 


n n n n 
af a}? ayy ... ait 
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dont la sm colunne peut être écrite comme il suit: 


POP OO PO TO Er OO! 
TOP OO ET OO Er ONU 
“Ge )e( ere e( er res) ee 


Ge )areG)e()are()e(r): 


Pour simplifier l'écriture, nous représentons par €, l’inverse de/(r). 
Cela étant, on voit que le déterminant considéré est décomposable en 
nv autres déterminants. Si l’on ne considère, dans la ie colonne, que 
les termes contenant £,, le déterminant partiel correspondant a pour 
élément général 


ji 


a+ 


Il est donc égal a 


où l’on a posé 


Me, Eur... Ev) — 


Si deux quantités e sont égales entre elles, M est nul. Par suite, le 
déterminant V est bien une combinaison linéaire des produits v à v des, 
quantités &,,&, ..., &,; mais il faudrait faire voir que chacun de ces 
produits entre dans l’expression de v, avec le coefficient o ou 1. Du 
reste, ayant pris v nombres inégaux ¢,, £, ..., €, NOM supérieurs à 7, 
il est facile de chercher le coefficient du produit &.&,. ..., £.. Per- 


€,° 
J 


cro 


Ann, de l’Ec. Normale. 3* Serie. Tome II. — Décempar 1855. « 
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mutons les indices 1, 2,3, ...,v des quantités e de toutes les manières 
possibles : suivant que la permutation +,, 72, ts, ..., +, obtenue est de 
la premiere ou de la seconde classe, on a 


Meier, ... Ex,) — <= Me. Es ... £,)*® 


ILen resulte que le coefficient cherché est 


ee. 
Minen... 92 »(%) p( =) sce »( =) = Mes es 


Conséquemment 


2 
V! Mi, en... 


= 2 Fe) Fes) fa)... SUE) 


les nombres : formant, de toutes les manières possibles, une combinaison 

de v nombres entiers, non supérieurs à n. Il resterait donc à rechercher 

si les déterminants M peuvent avoir d’autres valeurs que 0, +1, —1. 
Il serait intéressant d’étudier, plus généralement, le déterminant 


ea) o> el) 


Mon te — u ( € ) 


qui, probablement, ne diffère pas de l’unité, en valeur absolue, à moins 
qu'il ne soit nul. En opérant comme ci-dessus, on trouve facilement la 
formule 


| ty ty ee os S(t) f(2)... f(r) ules son. Ev) op (Ete Ean «+ Ev 


JıdJı --: Jy A Fler) fe)... Fey) en ten 


d’après laquelle tout mineur de A, serait une somme algebrique de pro- 
duits va v des nombres f(1), /(2), ..., /(r), l’ordre du mineur étant v. 


4 
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Nous pourrions, d’ailleurs, par la simple dérivation des déterminants, 
relativement à chaque variable 6, nous assurer que celle-et entre linéai- 
rement dans le déterminant considéré. Nous reprendrons bientôt l'étude 


des déterminants on, et d’autres déterminants arithmétiques qui s'en 
déduisent. 


FIN DU TOME II DE LA Ill SÉRIE. 
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LES SERIES ENTIERES 
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"A PLUSIEURS VARIABLES IMAGINAIRES INDEPENDANTES, 


Pır M. S. DAUTHEVILLE, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, MAITRE DE CONFERENCES 
A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


INTRODUCTION. 


On connait les travaux récents de M. Weierstrass sur les fonctions 
analytiques uniformes de variables imaginaires. Dans le cas de plu- 
sieurs variables indépendantes, on fait.un fréquent usage des séries 
ordonnées suivant les puissances entières, positives et croissantes des 
variables. II m’a paru qu’il ne serait pas sans utilité de réunir les pro- 
priétés les plus importantes de ces séries, en les démontrant d’une 
manière rigoureuse, et de montrer par quelques théorèmes le profit 
qu’on peut en tirer pour là théorie des fonctions de plusieurs variables, 
C'est là le but de ce travail. | 

Un premier Chapitre est consacré aux définitions et à la démonstra- 
tion de quelques théorèmes préliminaires. 

Dans le second Chapitre, on démontre qu'une série qui s’annule 
pour l’origine des coordonnées peut être mise, dans un domaine conve- 
nablement choisi de ce point, sous forme d’un produit de deux fac- 
teurs dont l’un est une série qui ne s’annule en aucun point du domaine, 
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et l’autre un polynôme entier relativement à l’une des variables. Ce 
théorème, dû à M. Weierstrass, sera d’un usage fréquent dans la suite. 
Nous en avons déduit la démonstration de plusieurs conséquences, 
relatives aux zéros d’une série el aux zéros communs à deux séries. 

La divisibilité des séries fait l’objet de la troisième Partie. S, et S, 
représentant deux séries, si l’on peut fixer un domaine de l'origine 
dans lequel on ait S, — S,S,, S, étant une nouvelle série, M. Weier- 
strass dit que S, est divisible par S,. Je donne, d’après ce géomètre, 
les conditions pour qu’une série soit divisible par une autre, et les 
conditions pour que deux séries admettent des diviseurs communs. 
Lorsque deux séries admettent des diviseurs communs, on peut former 
une troisième série qui possède, relativement aux deux premières, des 
propriétés tout à fait analogues aux propriétés du plus grand commun 
diviseur de deux polynômes entiers. J'ai insisté sur l’analogie qui 
existe entre les théorèmes relatifs à la divisibilité des polynômes et 
ceux qui se rapportent à la divisibilité des séries. Je donne, à ce pro- 
pos, quelques théorèmes que je crois nouveaux; en particulier ceux 
qui permettent de définir le plus petit multiple commun de deux 
séries. 

Dans la quatrième Partie, les propriétés des séries sont appliquées 
a l’étude des points singuliers des fonctions uniformes de plusieurs 
variables imaginaires indépendantes. A ce sujet, pour citer un exemple, 
je démontre un théorème que l’on peut considérer comme une généra- 
lisation d’un théorème de M. Mittag-Leffler sur les fonctions d’une seule 
variable. En se plaçant à un point de vue différent, M. Appell a indi- 
qué (‘) une autre généralisation du même théorème. Je termine en 
prouvant que toute fonction dépourvue de points singuliers essentiels 
est une fraction rationnelle. Ce théorème, qui n'est pas sans impor- 
lance, a été énoncé par M. Weierstrass. Je ne crois pas qui on en ait 
encore donné une démonstration complete. 

Je dois ajouter que j’ai pris les premiers éléments de mon travail 
dans une Note communiquée par M. Weierstrass a la Société mathe- 
matique de Berlin : Einige auf die Theorie der analytischen Functionen 


(1) Acta mathematica, t. Il, Cahier I, p. 71, et t. IV, Cahier IV, p. 326. 


ld 
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mehrerer veränderlichen sich beziehende Sütze, zusammengestellt und 
dem mathematischen Verein zu Berlin zur Veröffentlichung übergeben 
von Professor D C. Weierstrass ('). 


I. 
Definitions. 


Soient 2,, 23, ..., 2,, rn variables imaginaires indépendantes. Nous 
les représenterons géométriquement sur des plans différents. Si a,, 
d,,..., a, sont n valeurs attribuées respectivement à chacune de ces 
variables, on dit que ce système de valeurs constitue un point, et l’on 
appelle ce point le point a. 

Sur le plan où est figurée la variable 3, imaginons une aire A,, sur 
le plan de z, une aire A,, etc., et enfin sur le plan de z, une aire A,. 
On considère l’ensemble de ces aires A,, A,. ..., A, comme formant 
l’aire A. On dit qu’un point est pris dans l'aire A lorsqu'il est formé 
par un système de valeurs a,, a,, ..., @,, respectivement représentées 
géométriquement par des points situés, le premier dans l'aire A,, le 
second dans l’aire A,, etc., le dernier dans l’aire A,. 

On nomme, en particulier, domaine à du point a l’aire formée par 
les cercles décrits sur le plan de chacune des variables avec les rayons 
0,,02,.... 0, et avec les centres respectifs a,.a,, ..., a. 

Cetie définition peut se remplacer par la suivante. Désignons par le 
symbole 

[si ai] 
le module de l'expression imaginaire 3; — a;. Alors, pour tout point du 
domaine à du point a, on a la relation 


|[s;—a;|<6; (€=1,2,...,2); 


et, réciproquement, tout point vérifiant cette relation appartient au 
domaine d du point a. 





ee ee ee ee ee nn —— nn te nn 


(!) Autogr. Druck von H.-S. Hermann in Berlin, S. W. Beuthstrasse, 8. 


+ 
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Si l’un des points a; est situé à l'infini, a, par exemple, on rempla- 
cera dans la définition précédente l'expression | 3,— a, | par Fi 

[US 32, ..-,5,) étant une fonction des variables 3, on appelle va- 
leur de cette fonction au point a la valeur que prend f(3,,3,.-..,2,) 
lorsqu'on attribue respectivement aux variables 5,,2,, ..., 3, les va- 
leurs a,, a,. ..., a,. Si la fonction f(z,,3,, ..-, 5,) est uniforme dans 
l'aire A, et si, en outre, pour chaque point de cette aire la fonction est 
continue et admet une dérivée partielle par rapport à chacune des va- 
riables z, on dit que f(3,,3,,..., 3,) est holomorphe dans l'aire A. 

Nous considérerons, dans la suite, des séries dans les termes des- 
quelles les variables s ne figureront qu’à des puissances entières et 
positives. Il importe d'indiquer dans quel ordre seront rangés les 
termes. Designons par P, le polynôme, homogene et du degré n, formé 
par les termes du 7""* degré par rapport à toutes les variables. Nous 
ordonnons P, par rapport aux puissances décroissantes de z,. Les coef- 
ficients de ce polynôme sont des polynömes homogènes en 3,, =3...., 5,- 
Soit Q l’un d’eux. Nous ordonnons Q par rapport aux puissances dé- 
croissantes de 5,. Les coefficients des puissances de s, dans le poly- 
nome Q écrit de cette façon sont des polynômes en z,, ..., 5,. Nous 
ordonaons chacun d’eux suivant les puissances décroissantes de z,, et 
ainsi de suite. Nous écrirons alors les termes de la série dans l’ordre 


sulvant: 
P,+P,+P,-+...+P,+.... 


Pour abréger le langage, nous nommerons une telle série une serie en- 
tiere en 3,. 22. .... 2,. Une série entière sera représentée par le symbole 


A =: Yu 
Vis Vge eee Vy “MI “+ “x > 


les A étant des constantes. 


TuéorÈME I. — Etant donnée une série entière en 3,, 2,» ..., Spy si les 
modules des termes sont tous finis pour les valeurs des variables qui veri- 


fient les relations 
;,|=r, (izı,2,...,n), 
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la série sera convergente pour tout système de valeurs telles que l'on ait 


lsJ<r; (€=1,2,...,2). 
Soit la série 


Vas Var. Van = © 


=Vn 


A AT 
Vip Va 1 teens 


Vir Va Vn = 0 
Prenons des valeurs positives r,, ..., 7,,, telles que l’on ait 
re<ir; (i=1,2,...,n), 


et écrivons les progressions géométriques décroissantes 
r', (=) (2) 
I+ + — + —)] +..., 
ry ry ry 
r. r: 2 r: 3 
(1) 14 24 (2)'s (2) +... 
. l'i ri AG 


+ 

| 
Ss ‘= -> 

+ 
N 
|=. 
Ne” 
iF 

+ 
N 
CR 
Ne” 
oo 

+ 


EEE) 

ry Vy 

(4 +4 (2) 
ry l'a 


dont les termes sont rangés dans l’ordre suivant lequel on écrirait ceux 


a “G+ 
(3) 


a7 


’ . ea r’ r' | # e 
d'une série entière en —, ---, —*- Cette serie est convergente. Pour le 
1 n 


prouver, il suffit de montrer que la somme de tous les termes dont le 


/ 
° 


ri , . 
— ne depasse pas le nombre entier p 
r; 


reste finie quand p croit indéfiniment. Désignons cette somme par 2, 
et appelons S'’, ..., S%’ les sommes analogues pour chacune des sé- 
ries (1). On a 


degré par rapport aux quotients 


Ep < SiS)... sw, 
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Or les séries (1) sont convergentes. Le produit S/S®...S* reste 
donc fini lorsque p croît indéfiniment, et par suite il en est de même 
pour &,. 

Cela posé, soit a, le module de A,,...,,. Les quantités 


Vi py Vv — 
A TUT (Ysera Oy ce.) D) 


étant finies, si nous multiplions respectivement par chacune d’elles les 
termes correspondants de la série (2), nous obtiendrons une série con- 
vergente. Cette nouvelle série est précisément formée par les modules 
des termes de la série donnée. La série donnée est donc convergente 
pour tout système de valeurs des variables vérifiant les relations 


ls;J<cr; (€=1,2,...,2”). 


Remarque. — La serie (2), dont les termes sont positifs, reste con- 
vergente quel que soit l’ordre dans lequel on dispose ses termes. Il en 
résulte que, si l’on écrit dans un autre ordre les termes de la série donnée, 
on obtient encore une série convergente. Ayant, en effet, choisi une dis- 
position des termes pour la série considérée, écrivons les termes de (2) 


. r' V, r\ Vn 
de manière que les termes À,,..,,,5%...5%" et (1) ---(—) occupent 
goes Vn N R r; rn 


a oe >» , e r v r’ Vh 
le même rang dans les deux séries. La nouvelle série D (=) .. (=) 
1 ay 


étant convergente, nous démontrerons, en raisonnant comme plus haut, 
que les modules des termes de la nouvelle série ZA, .,,31' ... 3," for- 
ment une suite convergente. La série considérée est donc elle-méme 
convergente. 

Il importe d’observer que, pour le point considéré, non seulement la 
série converge, mais aussi la série formée par les modules des termes. 


Cercle de convergence. — Supposons que, pour le point a, les modules 
des termes d’une série entiere soient tous finis. Sur le plan de chaque 
variable décrivons un cercle ayant l'origine pour centre et passant au 
point correspondant a;. Nous avons ainsi une aire A telle que pour cha- 
cun de ses points la série est absolument convergente ainsi que la série 
des modules. Nous nommerons une telle aire un cercle de convergence. 

De là résulte encore une conséquence importante. Une série entière 
peut renfermer une infinite de termes dans lesquels la variable z; figure 
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à la puissance p. Ces termes forment eux-mêmes une série convergente, 
puisque la série des modules est convergente. Par suite, pour tout point 
du cercle de convergence, une série entière peut s’écrire 


P,+P;,s+P:37+..., 


les P désignant des séries entières par rapport aux autres variables 5, 
séries qui admettent toutes pour cercle de convergence celui de la série 
donnée. 


THÉORÈME Il. — Une série entière en z,,..., :,, ayant A pour cercle de 
convergence, est une fonction holomorphe des variables z dans l'aire A. 


En effet, si l’on attribue à n — ı des variables des valeurs choisies 
arbitrairement dans A, la série devient une fonction de la n° variable, 
el l'on sait que cette fonction est holomorphe dans la portion de A cor- 
respondant à cette variable. Dès lors, il est clair que la série est holo- 
morphe par rapport aux variables z. 


THÉORÈME III. — /(3,,2,,..., z,) désignant une fonction des varıa- 
bles z quiest holomorphe dans une aire À formée de cercles ayant les di- 
verses origines pour centres, on peut former une série entière 


Vis Vn © 
À mV -Yn 
Vag occa Ya M4 °°° MAD 


~ 


Vin 7 0 


admettant À pour cercle de convergence et telle qu'on ait pour tout point 
de A 


Vis Van = © 
S (319 Sas cs Sn) = Ave... sm (1). 
Vi Ya = 0 
THéoRèME IV. — Deux fonctions holomorphes dans une aire A, qui 


prennent la même valeur en chaque point d'une aire a comprise dans A, 
prennent la même valeur en chaque point de A. 


Soient les fonctions F(z,,2z,,...,3,) et f(z,,5,,...,3,). Posons 


F (51) 30... Sn) — JS 3% ++) Sn) = P( Sys Sa, ---, Sa). 


(1) Voir Theorie des Fonctions elliptiques, par MM. Briot et Bouquet, 2° édition, p. 166. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome ll. . S.2 
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» est une fonction holomorphe dans A. Soient b,, ds, ..., 6, des valeurs 
prises arbitrairement dans @,, @, ..., &,. La fonction 9(z,, 8,,..., 5,) 
est holomorphe dans A, et s’annule en tous les points de @, qui est 
comprise dans A,. La fonction 9 s’annule donc si l’on attribue à z, une 
valeur quelconque dans l’aire A, et à 3,, . ., 3, des valeurs prises res- 
pectivement dans @,, ...,a@,. Considérons maintenant 9(c,, 22,53. ..., On). 
où c, désigne une valeur prise arbitrairement dans A,, b,, ..., 5, ayant 
la méme signification que plus haut. On a une fonction de z, qui est 
holomorphe dans A, et nulle pour tout point de @,. Cette fonction est 
donc nulle dans A,. C’est-h-dire que la fonction g s’annule si l’on attri- 
hue a z, une valeur prise arbitrairement dans A,, à 3, une valeur prise 
arbitrairement dans A,, à 33, .... 2, des valeurs arbitraires choisies 
dans as, ..., «,. On verra de même que, si l’on prend arbitrairement 
3,, Z2, 5, dans A,, A,, A,, 9 est encore nulle, et ainsi de suite. Le théo- 
reme est donc demontre. 

On peut observer qu’une série entière étant holomorphe dans l’aire 
où elle est convergente, si deux séries prennent la même valeur en lous 
les points d’un domaine compris dans l’aire de convergence, elles pren- 
dront la méme valeur en tout point de cette aire. 


ll. 


Sur les séries entières qui s’annulent à l'origine. 


Soit S(z,,5,,..., 3,) une série entière en 3,, 3,, ..., 5», convergehte 
dans l'aire A, et qui s’annule à l'origine. On peut former un domaine à 
de l’origine dans lequel il y a un nombre infini de points pour lesquels 
S =o. De plus, si l'on se donne arbitrairement, dans le domaine 4, les 
valeurs de n — ı des variables z, les valeurs de la ni*™* qu'il faut leur 
joindre pour obtenir un zéro de la série sont fournies par une équation 
algébrique. Ces résultats sont la conséquence d’un théorème fonda- 
mental dü à M. Weierstrass et relatif à une forme particulière qu'on 
peut donner à la série S dans un domaine de l’origine. 

Nous établirons d’abord un théorème préliminaire. 


TRÉORÈME V. — Soul S(z,,3,,...,2,) une serie entière en 3,...., Zn 
ayant A pour cercle de convergence et qu sannule a l'origine. S 
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S(3,,0,...,0) n'est pas nulle pour toute valeur de z,, on peut determiner 
trois nombres positifs po, Pi, Ps Po étant inférieur à p, tels que pour tout 
systéme de valeurs des variables qui vérifie les relations 
Pox<fal<p, |ai|<o, (¢=2,3,...,2) 
on ait identiquement 
0s 


03, Ÿ 

— „1 2 U - - LA - 

“oo 2/5: + 9(5,)+ Oy (S95 335.5 Sq 51. 
z—® 


V=+ 


m désigne le plus petit exposant de 3, dans la série entière S(z,, 0, ..., 0); 
les nombres y sont des entiers ; 


g(3,) est une série entière en 3, convergente pour les valeurs telles que 
Po LP; 

enfin les G sont des séries entières en 2,, ..., 3,, qui admettent p, pour 
cercle de convergence et s'annulent toutes à l'origine, G_, étant identi- 
quement nulle. 


La série S est absolument convergente dans A. Si on l’ordonne par 
rapport aux puissances croissantes de 5, on obtient une nouvelle serie 
convergente, dans laquelle les coefficients des diverses puissances de 3, 
seront eux-mêmes des séries entières convergentes par rapport à zz, ..., 
3,- Prenons dans cet ordre les termes de la série S. Représentons par 
S,(s,) la série obtenue en annulant dans la précédente les variables 
29 vers Spy CL posons 


’ 


% 


So(51) —Iı(5 So. ,3,)=9(3, So.) Sn). 


S, est une fonction de z, qui est holomorphe dans A et s’annule pour 
3, — 0. Nous pouvons tracer de l’origine comme centre, dans l’aire A, 
deux cercles de rayons p et po (po < p), de manière que S, soit diffe- 
rente de o pour tous les points compris entre ces deux cercles. S, est 
aussi une fonction holomorphe des variables z,, ..., z, dans le cercle 
de convergence. Si l’on prend ,=2,=...=2,=o, S, s’annule 
quelle que soit la valeur attribuée à s,. Des lors, S, ne eontient aucun 
terme indépendant des variables 2,, ..., z,. Il en resulte qu'on peut 
prendre un nouveau nombre positif p,, tel que, pour les valeurs qui 
satisfont aux inégalités - 


[sl<p1 (22 2,3,...,n), 
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on ail 

| Ss, | < | So |, 
l'aire formée par les cercles », étant comprise dans A. Considérons un 
système quelconque de valeurs pour 3,, 3,. ..., 2, vérifiant les inéga- 
lités précédentes. Ona 











Poor LS, St, 1 _# 


Comme ra <1, le dernier terme tend vers o quand n croit indefini- 
0 


ment, et l’on peut écrire 














A=@ 5 
1 5 
S AS" 
1 =0 
On a donc 
03; (5 u =) Ÿ Ss 
S 03, Os; . Sri 
= 0 
ou bien 
05 95, À = æ gr 950 æ S/ ‚951 
LATE Os; D 1 Os, —Ÿ 1 Oz; 
S So | Si A=1 Si 
Mais 
as as 
vp 1 ı 0 . 
Prd an _1 0 8 
Si Shr À ds Sh’ 


see VII TR NS 
et, comme les trois séries ) I: Su” D = Sont convergentes, 
SG a So Se 
= 1 =1 


2. =1 = 


puisque (| <1 et puisque S,  o, on peut écrire 
0 





2 51950 gr-ı 951 
93, Ÿ da iad s) 
SH SE À 05, (3! | 
=! =] =1 
et l’on à 
05 98% 
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Mais la série NY 5.) » étant elle-même une série entière, est absolu- 
und 0 
= Î 
ment convergente. On peut la considérer comme une série entière en z,, 


et l’on a 
0s 0s, 


| 03, 05, 0 = | S, ? 
u" >=, dla) 
=) 


La fonction S, est une série entiere en z,. Soit 





So(s,) = As? + BB: +... 


A,B, ... étant des constantes et A étant différent de o. On a 
(=! x S; À 
So En A+ Bs,+... “1 ° 
| S, \à | | 
La fraction ( -——_,———— ) constitué une fonction des variables 3 qui 
A +B:,+... 


est nulle au point zéro et qui est holomorphe pour les valeurs considé- 
rées, puisqu'elle est le quotient de deux fonctions holomorphes, le 
diviseur n'étant pas nul. Cette fraction est développable en série en- 
tiere, et l’on peut imaginer cette série ordonnée suivant les puissances 
croissantes de z,. Soit done 


Si 1 \ C_(-. = = \o- mil 
(2) S, = Ga Sar sn Se #1] ’ 
H=—0 


les G étant des séries entières en z,. ..., z,, loutes convergentes pour 
les valeurs considérées. Remarquons que ces séries ne contiennent pas 
de termes indépendants de z,, ..., 3,, d’après la remarque faite plus 
haut que S, ne contient pas de terme indépendant de ces variables. 
Imaginons maintenant les différentes séries représentées par la for- 
mule (2) lorsqu'on attribue à les valeurs 1, ..., ©. Ecrivons ces sé- 
ries les unes sous les autres en plaçant sur une même colonne verticale 
les termes qui renferment z, à la même puissance. Nous obtenons ainsi 
une série à double entrée. D’après ce qui a été dit plus haut, cette série 
converge quand on prend les termes par lignes horizontales. Par suite, 
d’après les propriétés des séries à double entrée, les colonnes verticales 
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forment autant de series convergentes, et la somme de ces nouvelles 
séries est la valeur de la serie à double entrée. 2, figurant à la même 
puissance dans tous les termes d’une même colonne, on peut écrire 


æœ Q « + « 
1/3, \* u 
(3) Y;() = D GuCSes es Sn) Sis 
hz ° 


V=—e 


où les 4’ sont des séries entières en z,, ..., 3,, toutes convergentes 
dans l’aire considérée. De plus, les termes de ces séries s’annulent tous 
pour z, = 3, —...— 5, =o, puisque cela arrivait pour les séries G de 
la formule (2). 

Mais l'hypothèse S, = Az; +Bz' 


mi 


... donne 


0850 Aq mo! 
03, 


S 





B:, +... 





= m3. 
1 A+ B3,-+.. 


o 


La fraction est une fonction holomorphe de z,, qui se réduit à l’unité 
pour 3, =o. On peut la représenter par ı + g(z,), où g désigne une 


série entière en z,, sans terme constant. On peut donc écrire 
08 
a = m3 + g(5). 

g(z,) étant une série entière en 3,, convergente dans l’aire considérée. 

On a alors, à cause des formules (1), (2) et (3), 


ds +x 
03, 0 ’ 
<= = m3; + g(3,)}— 05, D Go (32 eo. Ss): 
v=o — 2 
relation qu’on peut écrire 
05 += 
05, -1 > v 
= m: +8(3)+ Gy (Ss. es Sa) 5} 
vr=-@ 
en posant | 
+ © 


- 2 D) Ans) À Gas. mas. 


yz—% yo-e 
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Remarquons que le second membre ne contiendra pas de terme en 
3,', c'est-à-dire que G_, est identiquement nulle. 
On a donc la relation qu'il fallait établir. 


TuéoRÈME VI. — S désignant une série entière en z,. ..., z,, ad- 
mettant À pour cercle de convergence, nulle à l'origine, et telle que 
S(3,, 0, ...,0) ne soit pas nulle pour toute valeur de z,, on peut fixer 
un nombre positif (<A) tel qu’on ait, pour chaque point du domaine 
à de l'origine, | 

S — PS’, 
S’ désigne une serie entière en z,, ..., 3,, convergente dans à el qui ne 
s'annule en aucun point de ce domaine. | 

P est un polynôme entier par rapport a la variable z,; son degré est le 
plus faible exposant de z, dans S(z,,0,...,0), et ses coefficients sont des 
series entières par rapport aux autres variables, séries qui convergent dans 
à et sannulent a l'origine. 


Posons, comme dans le théorème précédent, 


S(51, ... Sy) = S8o(5,) — Si(s1, ee ey Sn): 


et prenons les nombres p, po, p,, comme il a été expliqué plus haut. 
Pour tout système de valeurs des variables vérifiant les inégalités 


D << [sil < ps ({=2,...,n), 


on aura 

ds +x 

05, -1 - © - - … 
(1) a ms, +S 31) + Gy (Say ses Sn) 315 


y-—» 


les notations conservant le même sens. Attribuons à s,, ..., 2, des va- 

leurs arbitraires dans les limites considérées. S devient une fonction de 

s,, holomorphe dans le cercle p. Dans ce cercle, il y a des points où S 
0s 

, . , . . . Os; ‘ait hol 

s’annule. Car, si cela n’avait pas lieu, le quotient —— serait holo- 


morphe et pourrait être développé en série entière en z,; celte série 
devrait présenter les mêmes termes que le second membre de la for- 
mule (1); or, dans ce second membre, figure le terme ms;", et l'on sait 
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tex 


que ni g(z,) ni DREH ...,2,)2° ne contiennent de terme en z;'. 


v=—-» 


Cela pose, S etant une fonction holomorphe de z,, ses racines sont en 
nombre limité, et chacune est d’un degré entier et fini. Soient a,, 
dr. ..., a) Ces racines, chacune d’elles étant répétée autant de fois que 
l'indique son degré. La somme 


Os, st ) I 


(2) 





S 31— 4 3 — @ 51-— ap 


est finie pour les valeurs considérées de z,. Ceci est évident pour les 
valeurs différentes des racines. Considérons la valeur a,. Ona 


S (3,) = (51:— @)7 9 (3), 


g étant un nombre entier positif, et } une fonction holomorphe de z,, 
différente de o pour s, = a,. Dès lors, 




















as ay 
ds 05, 
+ = q + 0 … 
S 3,—aQ, d 
3 Ov 
O% 8 1 du à 
à +! —— a, u s, 4 u d S1—— Ar Sy — A, 
a,, ..., & Elant les racines différentes de a,, et il est évident que le 


second membre prend une valeur finie pour z, = a,. La somme (2) 


peut donc être développée en série entière en z,, R(s,). Donnons a =, 
des valeurs telles que 


o> |3,|>J]a;| (¢=1,...,p) 
et 
| 31 | > pos 


on aura, pour l'une quelconque de ces valeurs, 
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e . LA I ‘ hd 
Mais, puisque |z,|>]|a,|, on peut développer - = en série conver- 
#17 di 








gente 
I 
—+454+ 44 4+---4+- 455 4+- 
et de méme pour les quotients press - Si l'on pose alors 
#1 — Az sı 4, 


Q—=p, Q—=(a)+...+(a,), 
on aura 
JS 


(3) | = Ben + Yo 


S 


Le quotient étant une fonction holomorphe de 3, dans l'aire com- 


03; 
ss 
prise entre les deux cercles po et p, qui ont l’origine pour centre, le 

théoreme de Laurent fait voir que les coelficients des mémes puis- 
sances de 3, dans les seconds membres des relations (1) et (3) doivent 
être égaux. Egalant les coefficients des puissances négatives de z,, on 


aura 


Q, =m, 
1 = Gs, 
nn 
QG, 


ce qui montre que les sommes Q peuvent se calculer au moyen des coef- 
ficients des séries $, c’est-à-dire au moyen des coefficients de S. On 
peut maintenant écrire la relation (1) 


0s 
03; 





— a 
=8(a)+) Go y Sn) SY + ms! +S (a y Sn) 3," 
v=0 


v=0 
ou encore, d’apres (4), 


05 


Ja 3 . 
= = g (4) +S Gus 4 3x) 3} + Jos. 
v=0 


¥=0 
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Puisque Q, = m, on a aussi p = m. Posons 
P(3,;)= (4; —@,)... (3, — an)=:T"+P,:57"'+...+Pn- 
Les coefficients de P s’expriment en fonction des sommes Q au moyen 
des formules de Newton 


P,=—Q,, 
2P,—=— Q,.— Q,P,, 


On voit donc, en considérant les formules (4), que les coefficients 
P,, ..., P, sont des series entières en z,, ..., 2„, convergentes dans le 
domaine p, et qui s’annulent toutes à l'origine. 


La série DIE ++) 2,)2% peut être considérée comme la dérivée 
v=0 


par rapport à z, d’une autre série entière 


@ 
à I 
Cy 99 .. >) °n sit, 
y+ 
v=0 


et de même pour g(3,). Posons 





Fri ® ' 
F(3,, BER dar) Gul se cer By) SY, 


eu 
0 v=0 


S7( 5456605 Sy) OF Stee Fn, 
S” est holomorphe dans le domaine de l’origine formé par les cercles ; 
et >,, et ne s’annule pas dans ce domaine. On peut donc considérer S” 
comme une série entière différente de o pour tout point de ce domaine. 


Si maintenant on observe qu'on a 
05” oP 


\ 05, + , Os 
ea) + Gul Say a) gr SO q 
v=0 v=0 


on trouve 





3 


d’où 
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C étant une fonction de z,, ..., z, indépendante de z,. Cette fonction 
est holomorphe dans le domaine »,; pour l’origine, elle se réduit au 
coefficient de z° dans S,(z,). Si, en effet, on fait z, = ... = 3, =0, Sde- 
vient Sy(z,), P devient 2” et S” devient e''** +", Or 


F(3,,0,...,0) = f g(3,)d3,, 
0 


c'est-à-dire que F(z,, 0, ...,0) est une serie entière sans terme constant. 
Il en résulte que e***"” est une série entière ayant l'unité pour terme 
constant. En représentant cette série par 1+ az, +..., on aura, en 
annulant toutes les variables sauf z,, 


So(4:) =[C]s7' (1+ a3,4+...), 


ce qui montre bien que [C], est le coefficient de 37’ dans S,(z,). La 
fonction C peut s’annuler pour les valeurs considérées des variables. 
Mais z,,..., 5, sont assujetties à la seule condition d’avoir leurs mo- 
dules inférieurs à 2,. On peut imaginer un nombre positif p, inférieur 
à p, et assez petit pour que C, qui est différent de o à l’origine, ne 
s’annule pas dans le domaine p, de l'origine. Alors, dans ce domaine, 
le produit CS” est une série entière qui ne s’annule pas. En représentant 
cette série par S’, on aura finalement la relation 


(5) S = PS’, 


où P et S’ ont les significations indiquées dans l'énoncé. 

Cette relation n’est établie que pour les valeurs des variables qui 
sont situées dans une aire déterminée. Cette aire est comprise dans le 
domaine de l’origine formée par des cercles ayant un rayon d égal au 
plus petit des deux nombres p et p,. Les trois séries S, P, S sont con- 
vergentes dans ce domaine. Par suite, la relation (4) subsiste, d’après 
le théorème IV, pour tout point de d, et le théorème est démontré. 


Le théorème précédent permet d'étudier les zéros de la fonction 
S(3,,...,3,) qui sont situés dans un certain domaine de l’origine. 

Supposons, pour prendre d'abord un cas simple, queS,(3,,0,..., 0) 
ne soit pas nulle pour toute valeur de 3,. Nous pouvons fixer un do- 
maine Ô de l’origine dans lequel on a S=PS’, les notations ayant 
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le méme sens que plus haut. Proposons-nous d’etudier les zeros de 
la fonction S dans le domaine 6. Donnons à z,, ..., 2, des valeurs 
arbitraires, situées dans d, et cherchons les valeurs de z qu’il faut 
leur joindre pour obtenir des zéros de S. P est un polynöme, de 
degré m par exemple, et S’ une série entiere en z,. Pour les valeurs 
considérées de 2,, ..., 3,, les coefficients de P et de S’ prennent des 
valeurs déterminées, et nous pouvons faire abstraction de la complica- 
tion des calculs qui donneraient ces valeurs. On est amené a chercher 
les valeurs de z,, situées dans 6, qui annulent le produit PS’. Or S ne 
s’annule pas dans 6. Donc il y a m valeurs de z,, situees dans d, qui 
annulent S, et pas davantage. On voit que ces valeurs sont donnees 
par Péquation algébrique P = o. Il ya donc,. dans le domaine @, une 
infinité de points pour lesquels S s’annule. Autrement dit, il est impos- 
sible de fixer un domaine de l’origine dans lequel la fonction S n’ait 
qu'un nombre limité de zéros. | 
Imaginons que les points qui figurent les variables z,,..., 2, sur 
leurs plans respectifs se déplacent en partant de l'origine et voyons 
comment se comporteront sur le plan des z, les différents points tels 
que chacun d’eux réuni avec les précédents forme un zéro de la fonc- 
tion. Tragons sur les plans respectifs des variables z,,..., 2, des 
courbes arbitraires partant de l’origine, et supposons que les affixes 
des variables se déplacent d’un mouvement continu sur les courbes cor- 
respondantes. Les coefficients de P sont des séries entières en 2, ..., 2, 
quis annulent toutes à l’origine. Chacune de ces séries est une fonction 
holomorphe de z,, ..., 2, dans le domaine 6. Par suite, si, comme on 
le suppose, chacune des variables 3,, ..., 2, varie d'une manière con- 
tinue, il en sera de même des coefficients de P et des m racines de 
l'équation algébrique en z,. Les points qui représentent ces racines se 
déplacent donc d’un mouvement continu sur une courbe déterminée. 
Nous pouvons représenter analytiquement ces résultats. Posons 


Sh —=LTh+T}h (k= 1, 2,2200 n), 
Th = Pa(t) (h=2,...,n), 


¥n= Fale) (h=2,...,n), 


t étant une variable réelle, les © et les 4 des fonctions continues de é. 
Lorsque 2 variera, chaque point 2,(A = 2,..., nr) se deplacera sur une 
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courbe, déterminée par les équations 2, = 9,(¢), 7x = a(t). Sit varie 
d’une maniere continue, chaque point se déplace sur la courbe corres- 
pondante d’un mouvement continu. Dans l’équation 


sm Pyst@34+...+P,,—09, 


substituons aux variables z les variables x, 7, puis égalons à o le coef- 
ficient dez et le terme indépendant de z. Nous aurons deux équations 


JL Yi) =9, (zu Y1) = 0. 


Enfin faisons la substitution 


Th — on(£), Yr=va(e) (h=2,...,2), 
nous aurons 
Pi (Lis Yi t)=0, Ylzı Yi t)=0. 


Ces équations font connaitre 2, en fonction de ¢. De plus, elles deter- 
minent la courbe sur laquelle se déplace le point z,, d'un mouvement 
continu, quand £ varie d’une manière continue. 


Si S(z,,0,...,0) s’annule pour toute valeur de 2,, on cherchera à 
recommencer le raisonnement avec une autre des variables. Dans le cas 
ou chaque terme de la série contient toutes les variables z, le raison- 
nement est en defaut. Nous procéderons alors de la maniere suivante. 

Representons par (z,,2:,...,Z,) l'ensemble des termes de S qui 
sont du degré À par rapport à toutes les variables, et soit w la plus 
petite valeur de À pour laquelle les coefficients (z,,...,3,), ne sont 
pas tous nuls; on aura 


S (515 Say +005 Sa) = (Spy +20) Sa) pH (Sty ++ Snuri te. 


Faisons la substitution 


6) 1... , 
3, Ci t,+ C24,+...+ Cie, 


les C désignant des constantes choisies arbitrairement, mais telles que 


Ci Ci ... C 
eee ee Zo et (Ci,..., Cu 0. 
Ci GG ... C 
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Par cette substitution, S devient une série entière par rapport aux 4. 
Représentons-la par 2(4,,...,4,). On a 


X(t,,0,...,0) = (CI, Ct, ..., yet... 
D’après ce qui précède, ona, dans un domaine 0’, relatif aux variables 2, 
Z(t, tn) = (E+ Qe +... + Qu) (4, .. yen), 


où les Q sont des séries entières en £,, ..., 4, qui s’annulent toutes pour 
t,=...=4,=—0, et où 2’ est une serie entière différente de o dans 0’. 
Au domaine d’relatif aux 2 correspond un domaine à pour les z. Alors. 
pour avoir les valeurs des variables z situées dans 6 et qui annulent S, 
on prendra arbitrairement £,,..., ¢, dans 0’, on calcalera u valeurs de 
é, par l’équation algébrique 


(2) + Q, et +...4+ Quo, 


et l’on aura ensuite les z par les relations (1). 

On voit, comme plus haut, que si les points z,, ..., 2, se déplacent 
d’un mouvement continu sur des courbes partant de l’origine, le point 
z,, qu il faut joindre à un systeme de valeurs de z,, ..., 3, pour avoir 
un zero de S, décrit d'un mouvement continu une trajectoire déter- 
minée. On peut déterminer analytiquement les trajectoires par un calcul 
analogue au précédent. Posons 


Sp Lp~tlyp, 
ty = En + inn 
En = or(u) 
Dh — by, (uz) 


(h=1,2,...,n); 








(h=2,...,n), 
les et } étant des fonctions continues de la variable réelle u. Dans les 
équations (1) et (2), faisons les substitutions 


Sp=Xptiyn, th=Eat ena, 


puis égalons a o les coefficients de ¢ et les termes indépendants. Nous 
aurons a(n + 1) &qualions 


Sn Sas Yrs Es - er Ens Ny sn) =O 
En( Las Im in ey bay Nas... Mn) =O J 
F(&,, we sy bay Mises Mn) =O, 

G(&), weeyEny Nay s+ +) Nn) =O. 


(A—=1....,n), 
(3) 
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Les équations suivantes déterminent la trajectoire du point z, : 


Jh(LhYhs Er... Eny Mis. Nan) = 0; 
Eh( Las Vrs en My eee) Mn) =O, 
Fön... dm My +++) Nn) =, 
G(£:.. en Mise.) Nn) =O, 


Er — Pa(u), 
En = On(u), 
Ne =,(u), 
Nan = Ya(u). 


Nous ferons une autre remarque au sujet du théorème précédent. 
Soit S une série entière n'ayant pas de terme constant. On peut deter- 
miner un domaine à de l'origine, tel que, si l’on choisit un systeme de 
valeurs pour 29, ...,3, dans ce domaine, les valeurs de z,, situées dans 
d et satisfaisant à l'équation S=o, sont données par des équations 
algébriques. On voit ainsi que l'équation S — o définit, dans le do- 
maine à, une fonction implicite z, des variables z,, ..., z, qui possède 
les mêmes propriétés que la fonction implicite définie par une équation 
algébrique. 


Soient S, et S, deux séries entières s’annulant à l’origine et admet- 
tant A pour cercle de convergence. Proposons-nous de rechercher s’il 
ya, dans un domaine de l'origine, d’autres points pour lesquels les 
deux séries s’annulent. Faisons la substitution 


a =Cit+...+ Cie, 
Sam Clt,+...4+ Cre,. 


S, et S, deviennent des séries entières par rapport aux variables ¢, 2, 
et Z,. Choisissons les constantes telles que le déterminant 


Cho... C? 


Go... on 
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soit different de o, et telles aussi que ni 2,(2,,0,....,o)ni2,(2,,0,..., 0) 
ne soient nulles pour toutes les valeurs de z,. Cela posé, on peut fixer 
un doinaine à de l’origine dans lequel on aura 


v — Pp v sv — Vv’ 
a“) — 00? ét — 11 


P,, P, étant deux polynömes en £,; Z,, Z, étant des séries entières par 
rapport aux 2 qui ne s’annulent en aucun point de 5’. Si 3, et 2, s’an- 
nulent, P, et P, s’annulent aussi, et réciproquement. Soit R le résultant 
des polynômes P,, P,. Ce résultant est une fonction entière et homogène 
des coefficients de P, et P,, c’est-à-dire une série entière en £,, ..., £,, 
série qui s’annule à l’origine. La série R admet une infinité de zéros 
dans un domaine 8” de l’origine, et l’on peut prendre à’ << 8’. A chaque 
zéro de R correspond au moins un zéro commun à §, etS,. En effet, si 
l'on prend un zero de R, les polynömes P, et P, admettent au moins 
une racine commune située dans 9’, et si l'on prend pour £, une racine 
commune, on a un zero de 53, et de Z,, c’est-à-dire de S, et de S,. Si. 
maintenant on appelle 3 le domaine relatif aux variables z qui corres- 
pond au domaine à”, on voit que les deux séries admettent une infinite 
de zéros communs dans le domaine 8. On pourrait les déterminer de la 
manière suivante. On aurait d’abord un zéro de R d'après la méthode 
déjà indiquée, en prenant arbitrairement n — 2 variables et calculant 
la (rn — 1)*™ par une équation algébrique. Cela fait, on chercherait la. 
racine commune aux deux équations algébriques P, — 0, P, =0, et 
l'on aurait la n'®® variable. Les valeurs des z se déduisent sans peine de 
celles des 2. 

Dans te cas particulier où les séries données sont à deux variables, 
R n'en contient plus qu’une, et alorsles résultats changent. R étant une 
fonction holomorphe, nulle pour l’origine, on peut fixer un domaine à 
dans lequel R n’aura pas d’autres zéros que l’origine, et l’on peut 
prendre $<8. Alors S, et S, n’ont pas, dans le domaine 8, d’autres 
zéros communs que l’origine. Ainsi, si deux séries à deux variables ont 
un zéro commun, il est possible de fixer un domaine de ce point dans 
lequel il n’y a pas d’autres zéros communs. 
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111. 


Divisibilité des series entiéres. 


Conditions de divisibilite de deux séries entières. 


Soient S,, S, deux séries entières par rapport aux variables indé- 
pendantes 3,,..., 5,, et Supposons que ces deux séries admettent A 
pour cercle de convergence. Nous dirons, en adoptant une locution 
de M. Weierstrass, que la série S, est divisible par la série S,, si l'on 
peut fixer un domaine d de l'origine dans lequel on ait 


So =S,S,, 
S, désignant une série entière convergente dans ©. 
SiS, ne s’annule pas à l’origine, on peut fixer un domaine 0 (dS A) 


. 2: . § 
de ce point dans lequel la série n’a pas de zéros. Alors la fraction © est 
i 


holomorphe dans à, et l’on peut la mettre sous la forme d'une serie 
entière convergente dans Ô. Il en résulte que S, est divisible par S,. 
Au contraire, si S, s’annule à l’origine, tandis que S, prend en ce point 
So 
S: 
impossible de le représenter dans un domaine de ce point par une 
série entière convergente. Il n'y a donc lieu de rechercher les condi- 
tions de divisibilité de deux séries que dans l'hypothèse où elles s’an- 
nulent toutes les deux à l'origine. 


une valeur différente de o, le quotient étant infini à l’origine, il est 


a! 


0 
Si 
un domaine Ô de l’origine, on en conclut que ce quotient est holo- 
morphe dans Ô et peut être développé en série entière. S, est donc 
divisible par S,. 

Considérons maintenant le cas général. Sotent So(z,, 22. ...,:,), 
S, (24,23, -.., S,) deux series entières qui s’annulent à l'origine. Fai- 
sons la substitution | 


Si l’on sait reconnaitre que le module du quotient = reste fini dans 





sj Cié;+...+C7t, (i=ı,...,n) 


les C désignant des constantes assujetties seulement aux deux condi- 
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lions suivantes, le déterminant 
Cio... Cr 
Coo... C’ 
est different de o, et aucune des deux series 
S,(C'¢,, Cle, ...,014,), 8, (Cia, Cie, ..., Che, ) 


ne s’annule pour toutes les valeurs de 2,. Représentons par 3, et 2, les 
séries entières par rapport aux variables 2 que l’on obtient par la 
substitution indiquée. Soient u. et v les plus faibles exposants de £, 
dans &,(2,,0,...,o) et 2,(¢,,0,..., 0). On sait que l’on peut déter- 
miner un domaine à de l’origine dans lequel on aura 


CSS ' _ » ' 
= P,£,, =.= P,Z,, 


3,,:, désignant des series qui ne s’annulent en aucun point de 
6; P,, P, désignant des polynömes entiers en £,. Soit 


Pos th PY ee + PU, 
Pye Pte PY, 


les P, et P, étant des séries entières en £,,...,4,, dépourvues de 
termes constants. 

Les conditions de divisibilité des séries sont alors données par le 
théoreme suivant : 


THÉORÈME VII. — Sc l’on effectue la division du polynôme P, par le 
polynôme P,, on obtient pour reste un polynôme en t, dont les coeffi- 
clients sont des séries entières ents, ...,t,. Pour que S, soit dwisible par 
S,, tl faut et il suffit que ces nouvelles séries aient tous leurs coefficients 
nuls. 


Eu d’autres termes, pour queS, soit divisible par S,, il faut et il suffit 
que le polynöme P, soit divisible, au sens ordinaire du mot, par le poly- 
nôme P,, quelles que soient les valeurs attribuées a t,,...., ty. 


En effet, pour ques, soit divisible par S,, il faut et il suffit que 2, 


ee ee . 9 a . . = 
soit divisible par &,, c’est-à-dire que le module du quotient = reste 
1 
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fini dans un certain domaine A de l'origine, ce domaine étant re'atif 
aux variables £. 

Je dis d’abord que les conditions sont nécessaires. Nous pou- 
vons prendre à aussi petit que nous voulons, et par suite inférieur 


° e = . e e 
a A. Le module du quotient — doit donc rester fini pour tout point 
i 


de à. Les racines des polynömes P,, P, se réduisent à zero pour 
t,t; =... =t,=0 et sont, dans le domaine 6, des fonctions conti- 
nues des variables ¢,,...,¢,. On peut donc déterminer un nombre 
posilif d,£ à tel que, pour tout systeme de valeurs de ¢,,..., ¢, vérifiant 
Vinégalité 

[ul <ô (f= 2,...,”), 


le module de chaque racine des polynömes P, et P, soit inférieur à ©. 
Prenons alors un point ¢@,...,¢, dans d,, et appelons ¢\",..., ¢\”” les 
racines distinctes des polynömes P, et P, qui correspondent A ce point. 


On a, pour ce point, 


Po 
P, — (u — um. (ke, 
1 


les À étant des nombres entiers, positifs, négatifs ou nuls. De là 


LA 
| 


= — (44— ya ... (ty — Ly") Am ; 
i 


1 


M 


Le quotient = étant différent de o, dans @, on voit que, si un seul 
I 


des À est négatif, A; par exemple, le module du quotient = est infini 
coe | 


pour le point (¢, = “0, ¢,=2),...,¢,,=4,) pris dans A. Il faut done 
que tous les À soient positifs, ou nuls; c'est-à-dire que, pour les valeurs 
considérées £,, ,.., ¢,, P, est divisible par P,. On a posé 


P,=tt+ PIE... + ph, 
P= & + PY aor... + PM. 


Soient le quotient des deux polynömes 


- (1) pu—v—1 - (A 
v4 Pk... Pin) 
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et le reste 
PO et PW te PHY, 


On aura identiquement 


ho PY eo + Pi 
= (4 + PE PU) (ET PI Pe”) 
+ PY acta... Pym 


et, par suite, 
P;” — Py!) + Po, 
pi?) — Py? + POP + pi2?, 


Py = PPY’+...4+ PP, 
PE =PyPP ™+...+ PY. 


Ces relations montrent que les coefficients P, et P, sont des séries en- 
tieres en £,, .... {,, convergentes dans 6. On a vu que, pour les va- 
leurs considérées de t,, ..., ¢,, P, était divisible par P,. On a done, 


pour ces valeurs, 
P—0, PW=o0, Py-"=o. 


Mais le méme raisonnement peut se faire avec un autre systeme de va- 
leurs de £,,..., /„, choisi arbitrairement dans Ô,. Les séries P, pren- 
nent donc la valeur o pour tout point de l’aire d, et, parsuite, les coef- 
ficients des termes de chacune de ces séries sont nuls. Ce sont les 
conditions indiquées. 

On voit qu’on peut énoncer ce résultat en disant que le polynömeP, 
est divisible par P,, c’est-à-dire qu’on a pour tout point de à 


> —. p D 
P,=P,P, 


P, étant un polynôme en ¢,, dont les coefficients ont été calculés plus 
haut. 
Je dis maintenant que les conditions sont suffisantes. Nous avons 


formé les polynömes P, et P,, et reconnu qu’on avait pour tout point 
de d 


Po, Pi'=ı, ..., PYN=o, 


c'est-à-dire 
P, _ P, P,. 
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On a identiquement dans d 
Dy 
2, (4, oo. la) = P,2, = P, P, 2, — 2, yr P,. 
1 
x 
sy’ est holomorphe dans 6, de même que P,. Leur 
1 
produit est aussi holomorphe, et on peut le mettre sous forme de serie 
entière, Z,, convergente dans à. On a alors 


Mais le quotient 


2, (4, .. .‚t„) —=2,(l, ee eg t,)2(4, .….) t,), 


ce qui demontre le théoreme. 

De ce théoreme, on déduit qu’une série entiere S,, nulle pour l’ori- 
gine, est divisible par une infinite de series s’annulant a l’origine. Par 
un changement de variables, mettons, comme plus haut, la serie 2, 
sous la forme P,2,, les notations ayant toujours le même sens. Pre- 
nons un diviseur quelconque P, du polynôme P,, et designons par X° 
une série entière quelconque qui ne soit pas nulle à l'origine. On peut 
fixer un domaine à dans lequel &, ne sera pas nulle et dans lequel on 
aura 3, = P,2,. La fonction P, >, étant holomorphe dans à, on peut la 
développer en série entière 2,. Cette série 2, divise &,. Si maintenant 
on revient aux variables z, on obtiendra une série S, divisant S,. Le 
facteur 3, étant arbitraire, la série S, admet une infinité de diviseurs. 


Diviseurs communs à deux series. 


Soient S,(z, ...,2,), S,(2,,..:, 3,) deux séries entières qui s’annu- 
lent à l'origine. Proposons-nous de rechercher s'il y a des séries entières 
s’annulant à l’origine, qui divisent à la fois S, et S,. Si nous trouvons 
des séries répondant à la question, nous les appellerons des diviseurs 
communs aux deux séries données. 

Soit S, une série entière divisant S, et S,, S, S’annulant à l'origine. 
Aux variables z, substituons de nouvelles variables ¢, comme précé- 
demment, et conservons les mêmes notations. On peut fixer un do- 
maine à de l'origine, dans lequel on aura 


S—P,Z, 2 PE, =P. 


D'après le théorème précédent, pour que S, diviseS, et S,, il faut que 
le polynôme P, divise P, et P,. Désignons par À et u. les degrés par 
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rapport à 2, des polynömes P, et P,, et supposons, pour fixer les idées, 
r»Zp. Effectuons les divisions successives qui donnent le plus grand 
commun diviseur des polynômes. Le reste de la division de P, par P, 
sera un polynôme de degré a — ı au plus. Si ce reste est effectivement 
de degré x — 1, représentons-le par 


- 1 { 2 m.— I 
Ru PTR. REN, 


Les coefficients sont des polynömes entiers par rapport aux coefficients de 
P,etP,, c’est-à-dire des séries entières en £,, ..., 2, qui admettent à pour 
cercle de convergence et se réduisent toutes ào pour, =4,—=...=1,=0. 
Divisons maintenant P, par ce reste, et faisons les divisions de maniere 
que les coefficients du nouveau reste soient aussi des polynömes par rap- 
port aux coefficients du dividende et du diviseur, c’est-à-dire des se- 
ries entières. Nous aurons un reste que nous representerons par 


Ryo + Ree + RED. 


Si le reste de la premiere division avait été de degré u — 2, le calcul 
indiqué n’aurait pu se faire. Dans ce cas, nous représenterons le reste 
de degré x — 1 par la même formule que précédemment, en convenant 
que les R,_, désignent des series dont tous les coefficients sont nuls, ct 
alors le reste donné par la première division sera représenté par 


Ru + RYE Oe + Rey, 


la serie R,_, n'ayant pas tous ses coefficients nuls. En continuant de la 
méme maniere, nous pouvons dire que la série des divisions donne 
une suite de restes qui sont des polynömes en 2, de degrés respective— 
ment égaux à m—1, RK — 2, ..., 1, 0, dont les coefficients sont des 
séries entières en £,,...,, Z, qui admettent toutes à pour cercle de con- 
vergence, et se réduisent toutes à zero pour 4, = t, =... =, = 0. Re- 
préscatons ces restes par les formules 


Ru: + eee -+ Re 1 


Rue +. + REY, 
Rye +... + Ry’, 


Rit, + RY, 
R. 


ETUDE SUR LES SERIES ENTIERES, ETC. S.31 


D'après nos conventions, si R, a tous ses coefficients nuls, il en est de 
même pour R;"”,..., RS. Cela posé, les polynömes P, et P, admettant 
un diviseur commun, on verra, comme précédemment, que la série R 
a tous ses coefficients nuls. 

On obtient ainsi, en fonction des coefficients des séries données S,, 
S,, des conditions nécessaires pour que ces series admettent des divi- 
seurs communs qui s’annulent à l'origine. 

Réciproquement, si la série R a tous ses coefficients nuls, je dis que 
les deux séries données admettent des diviseurs communs. Supposons, 
en effet, que chacune des séries R, R,, R‘’’, ... ait tous ses coefficients 
nuls, la série R, étant la première de la suite qui n’a pas tous ses coeffi- 
cients nuls. Prenons dans le domaine à un point £,, ..., £,, pour lequel 
la série R, ne soit pas nulle. Pour ces valeurs des variables £,, ...,2,, 
les polynômes P, et P, admettent un plus grand commun diviseur 


Re + RYO RM, 


On peut fixer un domaine w du point £#,, ..., ¢,, qui soit compris dans 3, 
et dans lequel R, soit différent de o. Pour chaque point de ce domaine 
P, et P, admettent le polynôme précédent pour plus grand commun 
diviseur. Ce plus grand commun diviseur peut s’écrire 

RW RY 


vt NUE + — 
Ry 


| Ri" RW 
Les quotients RR 
en séries entières par rapport aux différences (2, — £,), ..., (4, — ¢,)s 


soient T,,T,,..., Ty. Mais on peut considérer T,, ..., T, comme des sé- 
ries entières en ¢,, ..., £„ convergentes dans 5. Si nous posons 


peuvent être développés, dansle domaine w, 





P,=W+T,'+...4+T, 
on voit qu’on aura pour tout point de w et, par suite, de à (théorème IV), 
P, = P,P,, P,= P,P,, 


P, et P, désignant des polynömes en 2, dont les coefficients sont des 
séries entières en Z,, ..., ¢,. Il en résulte que 2, et 2, admettent un di- 
viseur commun P,. Par suite, S, et S, admettent aussi un diviseur 
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commun S;, qu’on obtient en remplaçant dans P, les variables ¢ par 
leurs valeurs en fonction des variables z. 
On peut, dès lors, énoncer le théorème suivant : 


TuéorÈème VIII. — Étant données deux séries entières enz,....,2, qui 
s’annulent à l'origine, st l'on fait un changement de variables comme il 
a été indiqué, et si ensuite on calcule le résultant des polynômes P, et P, 
(nous conservons toujours les mêmes notations), les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que S, etS, admettent des diviseurs communs sont que 
la serie résultante ait tous ses coefficients nuls. 


Plus grand commun diviseur de deux séries. 


Soient deux series S,, S, qui sont nulles à l'origine. Reprenons les 
notations précédentes. Aux variables z substituons les variables 2. 
Nous obtenons les series 3,, 3,. Soit à un domaine de l’origine dans 
lequel on a 3,= P,5,, 2, = P, 2,. Supposons que P, et P, admettent 
un plus grand commun diviseur de degré v, P,. On a pour tout point 


de à 
P,= P,P;, P,= P,P,, 
2,=P, 23, = P,,, 
en posant 


A] af a qf 
= P,:,, Y, =- P, x). 


Soient enfin S,, S, les series que donnent 3,, 2,, quand on revient 
aux variables s. 


THÉORÈME IX. — Les series S,, S, n'admetient pas de diviseur commun 
nul à l'origine. 


Nous allons montrer, en effet, que, si S, et S, admettaient un divi- 
seur commun, nul à l’origine, les polynômes en 2,, P; et P, auraient 
un diviseur commun; or cela est impossible, puisque ces polynômes 
sont les quotients obtenus en divisant P, et P, par leur plus grand 
commun diviseur. Si S, et S, admettent un diviseur commun nul à 
l’origine, on peut prendre un systeme de valeurs pour @,,..., ¢, (dans 
le domaine où ces variables doivent rester), tel que les valeurs de Z,, 
qui forment avec les précédentes un zéro du diviseur, soient aussi 
dans le domaine 0. Mais alors ce point est aussi un zéro de 3, et de 3,. 
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Or x, ne s’annule pas dans le domaine à. Donc les valeurs considérées 
annulent P,. 2, ne s’annule pas non plus. Donc ces mêmes valeurs 
annulent P,. Il en résulterait que P, et P, admettraient des racines 
communes. 


THÉORÈME X. — Toute serie, nulle a l'origine, qui divise S, et S, ‚ divise 
aussi S,. 


Soit Q une serie qui divise S, et S,. Prenons un domaine @ de l’ori- 
gine, dans lequel on ait 


oe 
xo = Pi), 2; = P,2,, 


Q—IIQ"  Z,—P,Z,, 


Po, P,, P,, H désignant toujours des polynômes en, et Z,, 2,, 2,, Q’ des 
séries différentes de o dans d. Donnons à ¢,,...,¢, des valeurs com- 
prises dans d’(9 < d) et telles que les valeurs correspondantes de 2,, 
qui annulent H, soient comprises dans 6. Chaque racine de H associée 
a ces valeurs de £,, ...,4, forme un zéro de Q et, par suite, un zéro de 
S, et de S,. Donc, en raisonnant comme plus haut, on voit que P, et P, 
sont tous les deux divisibles par H. Par suite, H divise le plus grand 
commun diviseur P, de P, et P,. Soit P, = HK, K étant un polynôme 
en £,. On aura, dans le domaine 0, 


K 
P,=Q Q' = QQ) 
Q, désignant une série entière convergente dans 0’. Alors 
2:= QQ,2, = QQ,, 
où Q, est toujours une série entière convergente dans d’, et le théo- 
reme est démontré. 

De ce qui précède résulte que la série S, joue, par rapport aux sérics 
S, et S,, le même rôle que le plus grand commun diviseur par rapport 
à deux polynômes. Tout diviseur commun de deux polynômes est un 
diviseur de leur plus grand commun diviseur; de même toute série qui 
divise S, et S, divise S,. Les quotients obtenus en divisant deux poly- 
nomes par leur plus grand commun diviseur sont premiers entre eux; 
de même les séries S, et S,, qui, respectivement multipliées par S.. 


reproduisent S, ct S,, n’admettent aucun diviseur-série commun. 
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Nous appellerons cette série S, le plus grand commun diviseur des 
series S, et S,. 


Tu£oreme XI. — S,,S,,S, étant trois series entières par rapport aux 
variables z,,...,z,, admettant À pour cercle de convergence et sannu- 
lant à l’origine, si la serie S, est dwisible par S, et par S,, les series S, 
et S, n’admeltant pas de plus grand commun diviseur, la série S, est divi- 
sible par le produit S,S,. 


Aux variables s substituons les variables #, de la manière souvent 
indiquée, et conservons toujours les mêmes notations. Fixons un 
domaine 6(0SA) dans lequel on ait 


' , , 


Par hypothèse, le résultant des polynômes P, et P, est nul en tout 
point de d, et de même pour celui de P, et P,. Au contraire, le résul- 
tant de P, et de P, n’est pas nul pour tous les points de à. Prenons un 
point #,,...,£, et un domaine w de ce point tous deux compris dans 6, 
pour lesquels ce dernier résultant soit différent de o. Appelons w’ l’aire 
formée par les valeurs de 4, situées dans det de z,,..., ¢, situées dans 


w. On a alors dans w’ 
P,= P, P,, P,= P, P,, 


et, comme P,, P, sont premiers entre eux, 
P, = P, P,P. 


P, est une série entière en ¢,,...,2¢, qui admet d pour cercle de con- 
vergence. Alors la relation précédente, établie pour w’ seulement, 
subsiste pour le domaine à tout entier (théorème IV). De cette relation 
on déduit 


et, comme le produit >, 2, ne s’annule pas dans à, on peut remplacer 


. P . .. 
le quotient 5; par une série entière en £,, ..,, ¢,, 23. On a done 
13 


et, en revenant aux variables z, 


S, = S, S2S3. C. Q. F. D. 
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THÉORÈME XII. — S,, S,, S, étant trois series entières par rapport aux 
variables z,, ..., 2, qui admettent A pour cercle de convergence et s’an- 
nulent a l'origine, st la serie S, est divisible par S, et par S,, ces deux 
_ dernières admettant un plus grand commun diviseur S,, on peut fixer un 
domaine à de l'origine dans lequel on ait 





S, étant une serie entière convergente dans à. 


On sait, en effet, qu’on peut fixer un domaine ¥ de l’origine dans 
lequel ona 


LS 


I,= S,Q, S; = S:Q;; Sa = S3 Qo: 


les Q désignant des séries entières. On a donc 
So — 53Q,Q. 


Ainsi la serie S, est divisible par S, et le quotient est lui-même divi- 
stble par Q,. On verrait de même que le quotient de S, par S, est divi- 
sible par Q,. Mais les séries Q, et Q, n’admettent pas de plus grand 
commun diviseur (théorème IX). Donc le quotient af est divisible par 
3 
le produit Q, Q, d’après le théorème précédent. De là suit qu’on peut 
fixer un domaine de l’origine dans lequel ona 
So = $3Q,0.Q3, 


Q, étant une série entière. De cette relation on déduit 


S,S 
S, = 5, % 





C. Q. F. D. 


Ce théorème donne la forme de toute série divisible séparément par 
deux autres. 


On peut appeler la série S152 je plus petit multiple commun des deux 


5, 
séries S, et S,. 
Les deux derniers théorèmes font encore ressortir l’analogie qui 
existe entre les théorèmes relatifs à la divisibilité des séries et ceux qui 


sont relatifs à la divisibilité des polynömes. Il serait aisé de poursuivre 
e 
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cette analogie et, en particulier, de considérer la recherche du plus 
grand commun diviseur et celle du plus petit multiple commun pour 
le cas de plusicurs séries. 


IV. 


Des points singuliers des fonctions uniformes de plusieurs 
variables indépendantes. 


Une fonction uniforme des variables z,, ..., 2, est dite reguliere au 
point a si, dans un certain domaine de ce point, on peut la mettre sous 


la forme 


SAY oy, (51 — A, )"1(3_— ag)": ... (32 — An)’ (V1 sn — O3 9... © )- 


où les vsont des nombres entiers et les A des coefficients constants; 
autrement dit, si la fonction peut étre développée en série entiere rela- 
tivement aux différences (2,— a;), série convergente dans l’aire con- 
sidérée. Si la grandeur a, a un module infini, on remplace (2; — a@;) 
part. | | 
“| 

Une fonction reguliere en un point est holomorphe dans le domaine 
de ce point (théorème II). Réciproquement, une fonction qui est holo- 
morphe dans une aire est régulière pour tout point de cette aire. Con- 
sidérons, en effet, un point a,, ..., a, situé dans l'aire où la fonction 
est holomorphe. Sur le plan de la variable a;, on peut décrire un cercle 
de centre a; qui soit tout entier compris dans l'intérieur de l'aire dans 
laquelle la fonction est holomorphe. Alors, la fonction étant holo- 
morphe en tous les points de l'aire formée par les cercles a;, on peut 
la représenter dans cette aire par une série entière par rapport aux dif- 
ferences (z,— @,), ..., (2, — a,). En particulier, une fonction régu- 
lière au point a est régulière en tout point du domaine de a. 

Un point pour lequel une fonction uniforme n’est pas régulière est 
dit point singulier. Soit a un tel point. Si l’on peut former une série 
entière en (,—a,),..., (2, — 4,), So, convergente dans un domaine 
de a, qui s’annule en a et soit telle que le produit 


SoS (S19 +++ Sa) 
® 
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soit lui-même une fonction régulière au point a, on dit que a est un 
point singulier non essentiel de la fonction f(z,,..., 2,). Dans tout autre 
cas, le point singulier est dit essentiel. 

Si le nombre des variables est au moins deux, on distingue deux 


sortes de points singuliers non essentiels. Soit a un tel point. On a, 


dans le domaine à de ce point, /(s,, ...,3,) = à, Sos S, désignant des 
“0 


séries entières en (3, —a,), ..., (3, — a,) convergentes dans le do- 
maine à, et S, s'annulant au point a. Supposons que S, soit différente 
de o en ce point. Les fonctions S sont continues au point a. Prenons 
arbitrairement un nombre positif e inférieur au module de la valeur que 
prend S, en a, ce que nous Ecrironse<{|S, |.. Nous pouvons déterminer 
un nombre positif 3’ (3 à) tel qu'on ait, pour tout point du domaine 9’ 
de a, |S,|<< €. Nous pouvons, en outre, déterminer un nombre positif 
8” (8”S 3), tel que le module de l’accroissement de S, quand on passe du 
point aa un point quelconque du domaine à” de a soit inférieur à «. 
Prenons alors 5, égal au plus petit des deux nombres 9’, 8”. On aura. 
pour tout point du domaine à, de a, 


ISsi<e, |S,/>[S:Ju—e 








et 
| _ | Si la — € 
= > — : 
Soit A un nombre positif choisi arbitrairement. Si l’ou prend e < Lui, 


on aura | f | > A, et l'on voit que, pour tout point de 3,, le module de 
la fonction considérée est supérieur à tout nombre donné A. 

Supposons maintenant que S, s’annule au point a. Les séries S peu- 
vent admettre un diviseur comme nul au point a. Dans ce cas, en dési- 
gnant par S, leur plus grand commun diviseur et par S,, S, les quo- 
tients, on aura 


. Sansa) g' 
et l’on sait (théorème IX) que les nouvelles series S,, S, n’admettent 
pas de diviseur commun nul au point a. Il suffit donc de considérer le 
cas où les deux series S n'admettent pas de diviseur commun nul au 
point a. On sait, par les Chapitres précédents, qu’on peut former des 
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fonctions £,, tar ..., f,, linéaires et homogènes en (3,;— 4@;}, au moyen 
desquelles, dans un domaine 5’ (3’<3) du point a, lesséries S se mettent 
sous les formes | 

Slee Pye T+... + PHYS, 

Nele - Peta... — PY TS, 
et l’on se rappelle les propriétés des fonctions P, S,, S,. 

On peut, puisque Z, et £, n’ont pas de diviseur commun, prendre 
dans le domaine 0° des valeurs de ¢,,...,¢, pour lesquelles les poly- 
nömes en ¢, n'ont pas de racines communes. Autrement dit, il y a 
certainement dans le domaine 3’ au moins un point pour lequel 
S = 0,5, =< 0. La fonction /(z,, ...,2,) est infinie en ce point. 

Soit maintenant K une constante arbitraire. On a, dans le domaine à. 


His... 3a)— K]=S, — SK —=S,, 


S, étant une série entiere, nulle au point a. Des lors la fonction 


| , . . 4 
ax & placée dans les mémes conditions que /(3,,...,2, \. 
7 “tr, eee , nl — 


Par suite, on peut trouver un point dans le domaine 5 pour lequel 
I 


— = @,, c’est-a-dire f{s,,..., z,'=K. Le point a est 
Min. 3n)— K 

donc tel qu'il existe toujours dans son domaine au moins un point 
pour lequel la fonction prend une valeur arbitraire, c'est-à-dire que la 
fonction est complètement indéterminée au point a. 

On reconnait ainsi que la nature du point singulier non essentiel est 
différente, suivant que le numérateur de la fraction par laquelle la 
fonction est représentée dans le domaine du point est nul ou non en 
ce point. Dans la seconde hypothèse, on peut déterminer un domaine 
du point singulier tel que, pour tout point de ce domaine, la fonction 
prend une valeur dont le module surpasse tout nombre donné; on peut 
dire que la fonction prend une valeur infinie pour le point singulier. 
Dans la première hypothèse, il est possible de fixer un domaine du 
point singulier tel qu'il existe au moins un point du domaine, pour 
lequel la fonction prend une valeur assignée à l'avance d’une manière 
arbitraire; la fonetion est indéterminée pour le point singulier. 

Comme application, étudions les points singuliers d'un polynôme 
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entier, d'une fraction rationnelle, et enfin d'une fraction ayant pour 
termes des séries entières. 


THÉORÈME XIII. — Un polynôme entier n'a pas de points singuliers 
essentiels. 


Un polynôme, étant holomorphe pour toutes les valeurs finies des 
variables, sera une fonction régulière pour tout point à distance finie. 
Considérons un point pour lequel quelques-unes des variables, ou 
toutes, prennent un moduleinfini. Soit le polynôme f(z,,...,3,); soient 
Mis Mas... M, les degrés de f par rapport à z,, 45,,..., à z,. Enfin 
supposons que 2,(¢ = 1,2,...,p)p<n, prennent des modules infinis 
pour le point considéré, les autres variables étant finies. On a 


(1) gran / nee ea) SA Tye aye ET 

A étant un coefficient constant, m,,...,7; étant des nombres entiers 
positifs ou nuls, de même que À,,...,%,_;. Formons de la manière sui- 
vante un domaine du point considéré. Sur le plan de chacune des 
variables z,,..., 2; décrivons un cercle ayant l’origine pour centre et 
un rayon donné R. Sur le plan de chacune des variables z,,,,...,3, 
décrivons un cercle de centre a;,,,...,a, et de rayon r. Nous pren- 
drons pour domaine 6 du point considéré, 


ay 33 Si O0 , Si put Air eeey on — Ans 


l'ensemble des cercles r et l’ensemble des aires extérieures aux cer- 
cles R. Posons 


le second membre de la relation précédente devient 
(2) SA": un sh... mi, 


Au domaine Ô correspond, pour les variables u,,..., Uj, 2;,,,...,3, UD 
domaine 0’ formé par l’ensemble des cercles ret par £ cercles décrits 
sur les plans des variables uw de chaque origine comme centres avec des 


[4 a I ° 
rayons égaux An: Il est clair que la somme (2) est holomorphe en 


» 
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chaque point de d’. On peut donc la représenter par une serie entière 
par rapport à u,,...,u;, (Zi — @i,4), e+ +s (34 — @). Si l'on remplace 
les u par leurs valeurs en fonction des s, on a une série entière en 


nd 
vi 


I I \ . # © 
Lot Kere Er — A, sees (2, — An). Soit cette série 
vi 


‚|! 
S| i eo ey (kn Adel an) | 


-~I { 


La relation (1) montre alors que l’on a pour tout point du domaine à 


1 ‚Fi I 
mn J Go: oy +1) =8|> ey (Fir — Gigahs es Ga an) | 
. +; 


“1 


De là résulte que le point considéré est un point singulier non essen- 


. . e ’ e I I ’ e 
ticl, puisque l’on peut considérer le produit — ---, — comme une série 
P sm „mi 


Aa . 
a 


es I I , e . 
entière en — + —)(3;,4 — 41}, ..., (3, — ay), Série qui s’annule au 


3 ; 
point (5, =3,=..=3,=8, 21,1 = Aiyyy ++ 9 Sp = Ay). 

Remarquons, en outre, que les deux sortes de points singuliers non 
essentiels peuvent se présenter. Supposons que dans le polynéme 
donné figure le terme Az™... 37", A étant un coefficient constant. 
Alors la somme (2) contiendra un terme, A, indépendant des u et des 
3; la série S prendra donc une valeur différente de o au point consi- 
dere, et le module de / deviendra infini en ce point. Au contraire, si 
dans le polynôme il n’y a aucun terme renfermant à la fois 5,,5,,...,3;, 
aux puissances respectives m,, M, ..., M;, Chacun des termes de (2) 
contiendra en facteur l’une au moins des variables u, et par conséquent 
la série S s’annulera au point considéré. On a alors un point singulier 
non essentiel dans le domaine duquel on peut toujours trouver un point 
qui donne à la fonction une valeur choisie arbitrairement. 


TuÉoRÈME XIV. — Une fraction rationnelle des variables z,, ..., 2, ne 
présente pas de points singuliers essentiels. 


Soient 9 et 4 deux polynômes entiers par rapport aux variables 
Zur ee, 59. Le quotient 
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constitue une fonction uniforme des variables 3. Prenons d’abord un 
point a à distance finie, Si p(a) o, on peut déterminer un domaine 
de a dans lequel } ne s’annule pas. Alors f est holomorphe en tout 
point de ce domaine, et par suite fest reguliere au point a. Soit main- 
tenant d (a) =o. Prenons pour domaine de a l’ensemble des cercles 
décrits de a,,...,@, comme centres avec des rayons égaux à un 
nombre R choisi arbitrairement. On a pour ce domaine 


Yan... Sn) PS. 3n) = PS... Sn) 


o et sont holomorphes, et | (a) = o. On voit donc que a est un point 
singulier non essentiel. Suivant que o (a) sera différent de o ou nul, on 
aura un point singulier non essentiel de l’une ou Fautre espèce. 
Considérons un point a pour lequel les modules de certaines varia- 
bles deviennent infinis, les modules des autres restant finis. Soient 
3,, .++, 3; les variables dont les modules sont infinis, eta;,,, ...,a, les 
valeurs finies des autres variables. Désignons par m,,m,,...,m; les 
degrés du polynôme 9 par rapport à z,, à 5,,..., à z;,et par p,,...,p; 
les degrés de 4 par rapport aux mêmes variables. On a identiquement 


! - + 
I 9 (ui, Us Sisto ee ey Sy) 


om nm Af = - 
sf m, wey sh mn; d (tty, oe ey di, ~i+19 . y» Sn) 


I . rs j . 
ol u,= —; ---» u;= —; et où 9’ et 4’ désignent des polynömes entiers 
#1 vi . 

par rapport aux variables u et 5. Formons le domaine d du point a 
comme dans le théorème précédent, et appelons encore 0’ le domaine 
correspondant pour les valeurs wu et 5;,,,..., 3,- Comme on l’a vu plus 


haut, le point a n’est pas un point singulier essentiel pour le quo- 


tient 5, On peut former un domaine de a, 0, (d,< 6), dans lequel on a 


ed 
. 


„. oe on 1 
S, S’ désignant des séries entières en Bg? (is — Gr) oor 


~ 


(z, —a,). De plus, la série S’ sera nulle au point a si a est un point 
singulier du quotient; elle se réduira à une constante, si le quotient 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome II. 5.6 
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est régulier en a. On a donc pour tout point de d, 


! N) 


, LS 
ln) ST oe 
“19 9 Sn) zum in shim Ss’ 


Par suite, si p2m,,..., pı2 m,, On peut poser 


S'f=Q | => an) = (341 — Gin), -- an) | 


S! wf 


% I y 2 ° , . e . 
où Q |= cs Zn — ay) désigne une série enliere, et a est un point 
+1 


pour lequel fest régulier si S’(a) est une constante, un point singu- 
lier non essentiel si S’(a) est nulle. 

Dans le cas où chaque nombre p n’est pas supérieur ou égal au 
nombre correspondant m, on aura Q'/— Q, Q, Q ayant toujours des 
significations analogues, et alors a est un point singulier non 
essentiel. 

On peut remarquer que, lorsque a est un point singulier, Q(a) = o, 
et par suite la fonction /(s,, ..., 5,) est indéterminée en ce point. 


THÉORÈME XV. — Sotent S,, S, deux series entières convergentes pour 
tous les points d’une aire A formée en prenant sur le plan de chaque 
variable le cercle de rayon R ayant l'origine pour centre. On peut consi- 


a] 


_ § 

derer la fraction = 

fi 5, 

dans l'aire A, et ne présentant dans cette aire aucun point singulier 
essentiel. 


Soit a un point de l'aire pour lequel S,(a) 40. Le quotient a une 
valeur déterminée. On peut former un domaine 0 de a dans lequel 


comme une fonction uniforme, définie seulement 


_ 


S, 4 0. On a dans ce domaine f= an, et, comme ce quotient est holo- 
. 0 
morphe, on voit que fest régulière en a. 
Considérons maintenant un point pour lequel S, (a) 4 0, S,(a)= 0. 
On peut former un domaine de a pour lequel S,o. On a, pour ce 


domaine, 


et, par suite, a est un point singulier non essentiel pour lequel la 
fonction devient infinie. 
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Enfin prenons un point a pour lequel S,(a) = S,(a) =o. On sait 
que l'on peut former un domaine d de ce point dans lequel on a 
S, = 8,83, S, = S,S,, les series S,, S,n "ayant aucun diviseur commun 
nul au point a. Alors on voit que l’on a, pour tout point de à, S,/=S,, 
el par suite a est un point singulier essentiel pour lequel la fonction 
est indéterminée. 


Svient n quantités données a,,...,a,. Nous dirons, pour abréger 
le langage, qu'un point est formé avec les a, si, pour former ce point, 
on attribue à certaines des variables z,,..., =, les valeurs correspon- 
dantes dans la suite a,,...,a,. En particulier, on dira qu’un point 
est à l'infini si quelques-unes des variables, ou toutes, prennent des 
modules infinis; et Pon dira qu'un point est à distance finie si les 
modules des variables sont tous finis. 

Considérons la fraction 


- 


À 


‘= (a)... (Su — (AIR 

où A est une constante et les p des nombres entiers positifs. Tout point 
a distance finie et formé avec les a est un point singulier non essen- 
tiel. La fraction est régulière, au contraire, pour tout point à distance 
finie qui n’est pas formé avec les a. La fraction est régulière et s’an- 
nule pour tout point à l'infini qui n’est pas formé avec les a. Conside- 
rons un point à l'infini formé avec les a. Soit, par exemple, 5, — a,, 
Zy = 0, ..+5 339... 3, ayant des valeurs finies respectivement diffé- 
rentes de @;,....@,. Ona 


A 
— DIE EE 


u — , 
— Ay)Ps 66. (Sy — Ay) Pm 


et le second nombre est une fonction réguliere au point considéré. On 
voit donc que ce point est un point singulier non essentiel. 

Ainsi, étant données n quantiles a,, ...,@,, il est possible de for- 
mer une fonction rationnelle des variables z,,..... 2, qui n'aura pas 
de points singuliers essentiels, n’admettra comme points singuliers 
non essentiels que ceux qui sont formés avec les a, et s’annulera pour 
tout point à l'infini qui n’est pas un point singulier non essentiel. 

On peut recommencer le méme raisonnement en supposant cer- 
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taines des quantités a infinies, pourvu que dans ce cas on remplace 
e La Ld A) I 
la différence z, — a,, qui correspond à |a,|= x, par —- 
“vy 


La considération de ces fractions est utile dans la démonstration du 
théorème suivant, théorème que l’on peut considérer comme une 
généralisation d’un théorème de M. Mittag-Leffler pour les fonctions 
d’une seule variable. | 

Avant d'aborder ce théorème, rappelons qu’on nomme fonction en- 
tiere une fonction uniforme qui est régulière en tous les points formés 
par des valeurs des variables dont les modules s@mt finis. On voit 
qu'une telle fonction peut être représentée par une série entière con- 
vergente pour tout système de valeurs des variables dont les modules 
sont finis. Réciproquement, une telle série est une fonction entiere. Si 
la serie qui représente une fonction entière a une infinité de termes 
dont les coefficients ne sont pas nuls, on dit que la fonction est trans- 
cendante. Dans le cas contraire, on dit que la fonction est rationnelle. 


Théorème XVI. — 1° Socent données n suites 
a al ... ay 
a ay... a 


telles que dans chacune d'elles les modules croissent avec l'indice v et crois- 
sent indéfiniment. 

2° Soit donnée une suite indefinie de fonctions rauonnelles f; des va- 
riables z,, ..., 5, possédant les propriétés suivantes. La fonction f,, par 
exemple, n'a pas de points singuliers essentiels; elle n'admet pour points 
singuliers non essentiels que ceux qui sont formés avec les quantités a, : 
elle est régulière en tout autre point et s'annule pour tout point à l'infini 
qui n'est pas un point singulier non essentiel. 


On peut former une fonction F(z,,...,2,) possédant les proprietes sui- 
vanles : ° 

1° Elle n'a pas de points singuliers essentiels a distance finie; 

2° Elle n'a pour points singuliers non essentiels que ceux qui sont 
formes avec les quantités a, en prenant pour certaines des variables 
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Sy. ..., 5, une valeur dans celle des series a‘, ..., a" qui lu correspond 
(a la variable z;, on fait correspondre la serie a‘); 
3° Enfin, pour toute valeur dev, la différence 


U F(3,...,352)— (2. ...n 5.) 
est régulière au point a,. 


Prenons arbitrairement une suite de nombres positifs inférieurs a 1, 
dont la somme ait une limite 8. Soit 


O << E;, Egg es Evo ees << 1. 


Prenons aussi arbitrairement un nombre ë, positif et moindre que 1. 

Nous formons d’abord des fonctions auxiliaires F, de la maniere sui- 
vante. 

Si l’une des quantités a, est nulle, on pose 


F,(5,..., 5h) = (zu... 3). 


Soit a, a,...a;o. Sur le plan de chaque variable z;, décrivons un 
cercle ayant l’origine pour centre et laissant le point a, en dehors. Dé- 
signons par À, l'aire formée par l’ensemble de ces cercles. La fonction /, 
est holomorphe dans A,, puisque, par hypothèse, elle est régulière en 
tous les points de cette aire. Soit 


2 
(1) » ETATS sé... she 
Yı...=0 


la série qui représente f, dans A,. Nous pouvons disposer dans l'ordre 
suivant les termes de cette série. Prenons d'abord le terme constant. 
Ensuite écrivons les termes qui sont du premier degré par rapport aux 
variables, puis les termes du second degré et ainsi de suite. C'est l'ordre 
indiqué pour écrire les termes d’une série entiere. Représentons par 
le symbole suivant la série obtenue en retranchant de la premiere tous 
les termes dont le degré n’atteint pas m : 


—— ee oe “7 _ =. 
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On peut determiner m tel que, pour les valeurs 
|<: (¢= 5.2,..., a), 
ly 
on ait | 
= 
2) A, 1» > „st oe <é 
( > u. 1 1 | v 





On a, en effet, pour ces valeurs des variables, 








DRE <D [Au ell [Pre Sn [Yn . 
m m 
(2) ‘ pus 
| < D LA us fe] a Pe... late 
pom 
Posons 
| 3 = Eg; E LE LI. 
‚Ay 





Soit M le maximum des modules des termes de la serie (1). On aura 
[An es bay Be... | ay [Be M, 
et 
| Au. pl 2 Me,? | ai |-Pı. .. lay Hr. 


+ 


La relation (3) donne alors 


D Mis Un See 5 
m 











p:m : 
Sn 
Posons 
( é ) 
M = 2, 
i € 
ey 
d'où 
(2): ë, (: : | 
Eo =M\ Ey. 


Si l'on désigne par m, la plus petite valeur entière positive de m qui 
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vérifie cette relation, on aura 


N Abate sth, ..., ch 
my 


ce qui est l’inégalité que nous cherchions à obtenir. 
Cela posé, définissons la fonction F, par la relation 


(4) < fy, 








My 


—| 
(5) F,(31,..., Sn) =N(2::.-,5,) DT 5... bn, 


0 


La somme figurant au second membre est un polynôme entier. Par 
suite, F, est régulière en même temps que /,; elle admet les mêmes 
points singuliers non essentiels que /, et, en outre, ceux qu’on forme 
en prenant des valeurs infinies pour les variables. De plus, F, n’a pas 
de points singuliers essentiels. ; 

Je dis maintenant que la série 


(6) | Planen) =) Rs. 5) 


est convergente pour tout point, à distance finie, qui n’est pas formé 
Fig. 1. 


~ 


A BN 
\& 
0 


# 
a 


NY 


au moyen des a. Soit b,,...,b, un tel point. Sur le plan de 3, décri- 
vons de 5, comme centre un cercle de rayon p qui ne comprenne aucun 
des points a', ni l’origine des coordonnées. Faisons de même sur le 
plan de chaque variable. Appelons R l’aire formée par l’ensemble de 
ces cercles. Sur le plan de z,, de l’origine pour centre, décrivons les 
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Iren: cercles qui passent par les différents points a', et appelons 

}, le point qui determine le cercle de plus petit rayon parmi ceux qui 
entourent complètement le cercle p. Faisons de même sur les plans des 
autres variables, et soient a}, ,.., a,, les points analogues à a,,. Les 
suites (1) se composant de quantités dont les modules croissent indé- 
finiment, on peut trouver un nombre A, tel que l’on ait 


jail-la}l...laiiias. 
Si maintenant nous prenons un point quelconque dans R, nous 


aurons 

Oc; 
—, 
Da,, 








Pr 
An; 


Oc; 
et, en appelant e le plus grand des quotients Dai” on aura 


< 











le (veh). 
ap, 


En se reportant au calcul précédent, on voit maintenant que 


on 
IE, | Sey, DIRES. 


Vik 


raSn-SneSe. 


v=i 


La premiere somme a une valeur déterminée, et la seconde est une 
série uniformémeut convergente, puisque la serie formée par les mo- 
dules de ses termes est elle-même convergente. On voit par la que F 
est une fonction holomorphe dans R. Par conséquent, la fonction déti- 
nie par la relation (6) est une fonction régulière pour tout point qui 
n’est formé ni avec des valeurs a ni avec des valeurs infinies des 
variables. 

Considérons maintenant un point formé au moyen de a. Ce point est 
singulier non essentiel pour certaines des fonctions F, Si nous appe- 
lons S la somme de ces fonctions, on aura 





ETUDE, SUR LES SERIES ENTIÈRES, ETC. S.19 


(F— S) est régulière au point considéré, tandis que ce point est sin- 
zulier non essentiel pour S. Donc on peut considérer la fonction F 
comme définie en ce point, qui scra un point singulier non cssentiel. 

De ce qui précède résulte que la relation (6) définit une fonction 
unifurme qui n’a pas de points singuliers essentiels à distance finie, 
pour laquelle tout point formé avec les a est un point singulier non 
essentiel, et qui est régulière en tout autre point. 

Démontrons enfin que F — f reste finie pour le point a,. Sur le plan 
de z, décrivons un cercle de centre a} et de rayon p qui ne comprenne 
aucun des points a,. Faisons de même pour le plan de chacune des 
autres variables ct appelons R l'aire formée par ces cereles La série 


à * N} 
> Fi.( 51) -- +) Sy) — F,(:,...,34) 
A=: 


est holomorphe dans R. On peut la développer en serie entiere 
P(s,— a),. .,3,—a;), de sorte que l’on a pour tout point de R 


nu x 
A % à 1 n 
Ÿ F; (=, a | sn) — F,(z;,. .eo.g 3, ) =m P(s,;—a), oe eg Sn oe ay ), 
aud 


an | 


F(5,,.--)5,) = Fy(5,...,3,) + P(s,;— a},..., na —ar). 


m,—1 
+ A 1 
F (31. .o.g sn) = f,(3:, .. +» 3p) TT y Abies, Un 54 vee sun. 
0 


ty -- 1 — 
L'expression D Aus. „zb est un polynôme entier en 3,,..., =). 
0 


Donc la différence 


my, - 


1 
i - n > ‘4 
P(:, — ay eeey Sn Ay ) — Agee pa 34 . sin 
0 


est elle-même holumorphe dans R. Représentons-la par une série 
entière, P,(s, — aj, ..., 3, —a@,). On aura, pour tout point de R, 


F (51, 02+) Sn) —Ju( 349009 Sa) = Pis A, ey 533 — GY). 


Aan. de l' Ec. Normale. 3° Serie. Tome ll. S.7 


S.5o S. DAUTHEVILLE. 


ce qui montre que la différence F -- /, est régulière au point a,. Le 
théorème se trouve ainsi démontré. 


COROLLAIRE. — (5(3,,...,3,) désignant une fonction entière, la fonc- 
lion 
II(3,, coy sn) — F(:, cs Sn) + G(3,, cy sn) 
possède les proprietes que l’on vient de démontrer pour la fonction 


vf 
Fiz,, CET 31) 


Réciproque. — St H(s,,...,%,) possède les mêmes proprietes que la 
fonction F(z,,...,2,), la différence H — F est une fonction entière. 


Reportons-nous aux notations précédentes. Si nous prenons un 
point qui n’est pas formé avec les a, H et F étant toutes deux régu- 
lieres, il en est de méme pour leur difference. Considérons ensuite un 
point formé avec les a. Ce point est singulier non essentiel pour cer- 
taines des fonctions /%. Soit p leur nombre (pn) et soient ces fonctions 
Sr Pur, fe On sait que les differences 


H — fy, IH — fs ee ee Il TT Sp’ 
F —- Ivo F — [y sey F — fy, 


sont toutes finies pour le point considéré. On a 
p(H — F) = (H — f,,) +. + (H — f,,) — (F — fi) Tee (F — fun) 


et le second membre de cette égalité a une valeur finie. La différence 
(11 — F)est done finie en ce point et, par suite, elle est régulière en c« 
point. H— F étant régulière en tout point à distance finie est une 
fonction entière. 


- 


TutorEme XVII. — Soient données : 
1° n quantiles c,, ..., C, et n suites illimitées 


| 
Ais gs » y, ’ 
’ ’ 9 ’ ’ 
n n n 
Ay, Bg, » By, 


telles que chaque quanuité a soit différente des c et telles, en outre. que le 
module de la différence af — c, decroisse et tende vers o quand v croit in- 
definiment; 
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2° Une suite illimitée de fonctions rationnelles f, des variables 3,, ..., 2, 
telles que la fonction f,, par exemple, n’admetie pour points singuliers que 
ceux qui sont formes avec lrs quantités a, ne presente pas de points sin- 
guliers essentiels et s'annule pour tout point formé avec les c. 


On peut former une fonction uniforme F(3,,...,3,) possédant les pro- 
priélés suivantes : 

1° Elle n'admet pour points singuliers essentiels que ceux qu sont 
formes avec les c. 

2° Elle n'a pour points singuliers non essentiels que ceux qui sont 
formés avec les a, sans le secours des c. 

3° Enfin. pour toute valeur de v la différence F — f, est régulière au 
point a. 


Posons 
' I ' I 
2 = 0? , Sn 9 
“17 Ci ~n— On 
J I 
bi — n ’ ’ bj = -- = , 
a,— Cy dy — Ci 
2%. 00. © © + @ 9 e eee ee eee eee eg 9 
{ 
I I 
n — n __ 
Im... tu OF = A> ss 
a, — Ch QAy— Ch 


Les fonctions données f deviennent des fonctions rationnelles des va- 
riables 2’. Si l’on considère ces nouvelles fonctions et les quantités D, on 
est placé dans les conditions du théoreme précédent. On formera la 


fonction F(z,,...,5,) comme plus haut, et, si l’on y remplace z, par 


I , I . , 
>. 0 5, par ———> on aura la fonction cherchee. 


21 — Ci ot | n 
On voit sans peine que le corollaire du théorème précédent et sa ré- 
ciproque se généralisent d’une manière analogue. 


Tu£oreme XVII. — Sotent N, D, N’, D’ des séries entières convergentes 
pour toutes les valeurs des variables s,, ..., 3, situees dans une aire A, et 
N N 

D’ D’ 
les points d'une aire A’ comprise dans A. Alors : 
1° Sen un point de À l'une des fractions est régulière et prend la va- 


leur A,, il en est de même pour la seconde ; 


telles que les deux fractions soient holomorphes et égales en tous 


[4 
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a 


2” Si un point de A est point singulier pour l’une des fractions, i l'est 
aussi pour l'autre, et le point singulier est de méme espèce pour chacune 
des fractions. 


Nousénoncerons plus rapidement ce théorème en disant que {es deux 
fractions sont égales en tous les points de A. 
On a dans A’ 


Les deux membres de (1) étant holomorphes dans A, la relation (1) 


r 


subsiste pour toute l’aire A (théorème IV). Supposons que j;> par 


e ° ea e e x " 
exemple, soit régulière en un point. On peut fixer un domaine à de ce 
point dans lequel on a 


S étant une série entière convergente dans à. La relation (1) donne alors, 


dans à, 
DSD’ = DN’. 


D n’est pas nul en tous les points de à, et l'on peut fixer un domaine 
à << 3 dans lequel Do. On aura donc, dans à, 


SD’=N’, 


et, par suite, cette relation subsistera pour tout point de 5, puisque N’ 
et SD’ sont holomorphes dans à. On a alors 





, . . __N on es . nel. 
el l’on voit que la fraction pi est régulière au point considéré et y prend 


la même valeur que N, 
D 
° {> . . N yg 1 
Considérons un point singulier de 5- D'après ce qui précède, ce 
e . e N’ e e 
point est singulier pour ;;- Supposons que dans un domaine 4 du point 
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e e fl e N ’ e e 
considéré on ait S,n =S,, la serie S, s'annulant au point que nous 


considérons. De la relation (1) et de la précédente, on deduit, pour tout 


point de à, 
SN—S,D, S,ND'=S,N’D, DD’S,—S,N’D, 


et, en raisonnant comme plus haut, 


! ! IQ 
pans, so DS: 


yp = pr Sr 


x . . . . . N’ 
Cette relation montre que le point singulier est non essentiel pour D 
N ». . : 

comme pour j et qu'il est de même espèce pour les deux fractions. 

. . N. . . . . N . 
Enfin, si nous considerons un point singulier essentiel de D’ on voit, 
par ce qui précède, que le même point est singulier essentiel pour TA 
TuéorèMe XIX. — Soit f(3,, ...,2,) une fonction uniforme des varia- 
bles z, qui ne présente aucun point singulier essentiel, et soit telle qu'en at- 
trbuant à p des variables des valeurs arbitraires choisies dans un domaine 
pour lequel f.3,, ..., 5,) est uniforme on forme une fonction de(n —p) 
variables dépourvue de points singuliers essentiels. On peut déterminer 
deux polynömes entiers par rapport à toutes les variables =, N et D, tels 


N . a . 
que la fraction D possède les propriétés suivantes : 
1° Si f(3,, ..., 5,) est régulière en un point, il en est de même pour 


> qui prend en ce point la même valeur que f(3,, ...,3,), et récipro. 
quement; 
2° Tout point singulier de f(5,, ...,3,) est un point singulier de même 


s N ye 
espece pour D’ el réciproquement. 


On peut énoncer le théorème en disant que l’on a pour tout point 
T 


N . . pr 
ST (S45 0009 Sa) = p; aulrement dit, la fonction consideree est une frac- 


tion ralionnelle. 
La démonstration de ce théorème est connue pour le cas d’une seule 
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variable ('). Nous la rendrons générale en montrant que, si l'on admet 
le théorème pour (2 — 1) variables, il est vrai pour n. 

Considérons un point du plan pour lequel la fonction /(z,,...,5,) 
est régulière, et, pour simplifier l'écriture, admettons que ce point soit 
l’origine des coordonnées. On a, dans un domaine d de l’origine. 


f(s, sey Sn) Ay-- A, + A, 31 ct... 


les A désignant des séries entières en 5,,..., 5, toutes convergenles 
dans 6. Nous allons montrer que, dans le domaine d, la fonction don- 
née est égale à une fraction rationnelle, et pour cela nous suivrons 
une méthode de calcul indiquée par M. Hurwitz (?). Sur le plan de z,, 
traçons autour du point 3, = o un cercle de rayon d'{5 < d) et don- 
nons à >, la valeur b, située dans 0’. La fonction /(s,,5,,...,3,) ne | 
présente pas de points singuliers essentiels et, comme elle ne dépend 
que de rn — ı variables, elle peut être représentée par une fraction 
rationnelle. Soit donc 
- ar 
f (51, by... 30) = he 


les B désignant des polynömes entiers en 53, ...,3,, et retant le plus 
haut exposant de s, dans les deux polynömes qui forment la fraction 
rationnelle. Si nous désignons par A la valeur que prend la série A 
pour 3, = b,, nous aurons pour tout point de à 


7 Bo+ Bi3+...+B,3 © 
A mg ES 
ob A4 Bi + Bs, 4+... 4 Bis 
(A,+ A,3,+...)(B,+ B,s,+...+ Bis") = Bot Bys,+...4+B,3'3 


d'où, en égalant les coefficients des termes en 3°*', 3’*?, ... 


1 . 
A, B.. + A,B,_, +. + Au B, =0, 
A,B, + AB, re... + Ares B, =O, 


2... 5 0 0 0 0 08 0e ee se 0 a ee 


(1) Briot et Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques, 2° édition, p. 206. — Zur Theo- 
rie der eindeutigen analytischen Functionen, von K. Weierstrass. Abhandlungen der 
königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1876. — E. Picarp, .Snnales scienti- 
fiques de l'École Normale, mars, avril, mai 1879. 

(2) Journal de Crelle, t. 95, p. 201 et suiv. 
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Les coefficients B’ n’étant pas tous nuls, puisque /(3,, b,, ...,3,) est 
régulière dans le domaine d, tous les déterminants que l’on peut former 
en prenant (r +.1) quelconques des lignes suivantes sont nuls, quelles 
que soient les valeurs choisies dans le domaine © pour les variables 


-~ nd = 
“39 She cee ns 


(1) A, As .., 


A chaque point 5, du domaine d correspond une valeur de r, le 
nombre entier positif qui exprime le degré de la fraction rationnelle 
SJ .3,. 63, ...,3,). Je dis qu'il ya au moins une valeur de r qui corres- 
pond à une infinité de points b,. | 

Deux cas se présentent : ou bien les valeurs que prend r ont un 
maximum, ou bien elles croissent au delà de toute limite. Dans le pre- 
mier cas, si à chaque valeur de 7 correspondait un nombre limité de 
points b,, le nombre des points b, serait limité, ce qui n’a pas lieu. 

Considérons le second cas. Supposons qu’à chaque valeur r,,r,, .... 
du nombre r corresponde un nombre limité de points b,. Les abscisses 
des points 6, sont des nombres réels. Rangeons celles des points qui 
correspondent à r, suivant uue loi déterminée, par exemple par ordre 
de grandeurs croissantes, en n’écrivant pas deux fois la même. Faisons 
de même pour les abscisses des points qui correspondent à r,, etc., en 
ayant soin de ne pas répéter la même abscisse. Nous oblenons ainsi 
une suite infinie de nombres réels différents les uns des autres qui se 
succèdent d'après une loi déterminée. Cette suite devrait contenir les 
abscisses de tous les points 6, du domaine 6. Or M. Cantor a démon- 
tré (') que, «lorsque l’on a une suite infinie de nombres réels diffe- 
rents les uns des autres, se succédant suivant une loi determinee, 
Uy, es Uy, -.-, On peut, dans chaque intervalle (a, ..., 8) donné 
d'avance, déterminer un nombre » qui ne se trouve pas dans la suite ». 
Prenons un tel nombre n. Ce nombre étant compris entre & et B, il y a 
un nombre infini de points 6, du domaine d qui admettent y pour 


(!) Journal de Crelle, t. 77, p. 258. La traduction en français des Mémoires de M. Can- 
tor a été publiée dans les Acta mathematica, t. Il, n° 4. La démonstration du théorème in- 
diqué se trouve à la page 308. 
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abscisse, et alors la suite que nous avons formée ne contient pas les 
abscisses de tous les points 5,. 

Ainsi se trouve établi qu’il y a certainement une valeur de r corres- 
pondant à une infinité de points 6,. Si l’on prend pour rcette valeur, 
on voit que les déterminants (1) sont nuls pour une infinité de valeurs 
de 5, prises dans 0, z,, ..., z, ayant d’ailleurs des valeurs arbitraires. 
Mais chacun de ces déterminants est une fonction holomorphe de 3, 
dans d. Dès lors ces déterminants s’annulent pour toutes les valeurs de 
z, situées dans @. 

Ainsi les déterminants formés avec n + 1 quelconques des lignes 


À, A, eee Arzı 
(2) Ag A, eee Aree 


sont nuls, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables z. 
Considérons les équations 


Sr Art fr À: +. . + fy Arey — 0, 
(3) À fr Agt frs As +... -+ fyp Aree = 0, 


PU | 


qui sonten nombre illimité et dans lesquelles les / sont les inconnues. 
Les déterminants (2) étant nuls, ces équations définissent, dans le do- 
maine 5, des fonctions régulières /,, ..., f,, qui ne sont pas toutes 
nulles ensemble. On a maintenant 


S349 0009 Sa) ot fs. t+ frst) = (Ap + Ais, +. . (f+. ot fr5 . 


Posons 
Yo — Ay So, 


H=A,fıtA fo 


Or = Aufr +: . A, fo. 


En tenant compte des équations (3) et (4), on aura, pour tout point 
du domaine à, 


(>) M345 000 Sa) (At fat. + frs) = Got At: + 0,31. 


Les fonctions 9, définies dans à, sont régulières dans ce domaine. 


tow = 
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Cela posé, prenons d’une manière arbitraire 27 + ı points distincts 
dans le domaine à du point z,=o. Soient aÜ", a”, ..., a?”*". On 
aura, pour tout point de à, 


PES. Sa) AAS (su es 30) Jee + LSS, - +) 2) 31] 


9 Pi —-- .— 35 9r — 0; 
fol S( ais -- +s SAI AALS, ..., Fn). HSL AA,» -, 52) (ANT 
— Po— 4 G1 —. - -— (a 9, = 9, 


Sol San, . . +) Sn)) Hee +ALL f(a”, -- +) Sn) (arth) yr] 


r+ : — 


Nous avons là 27+ a équations linéaires et homogènes par rapport 
aux 27-+ 2 quantités f et 9. 

Ces quantités n'étant pas toutes nulles, le déterminant des équations 
est nul. Si l’on ordonne ce déterminant par rapport aux éléments de la 
première ligne, on obtient une équation qui montre que f est une 
fraction rationnelle des z, car les fonctions /(a“’,..., z,) sont elles- 
mêmes des fractions rationnelles de z,, ..., 3,. 

Toutefois, la conclusion n’est pas légitime si les déterminants d'ordre 
(2r+ 1), qu’on déduit des lignes suivantes 


S (AD, ...,3n), ..., f(aÿ,...,5n)(aP y, 1, ..., (ar (i=i,...,2r-+1ı), 


sont nuls pour chaque systeme de points a", ..., a®"*". Dans ce cas, 
nous remarquerons que les déterminants d'ordre 2r + 1 formés, en rem- 
plaçant dans la première des lignes précédentes a!° par z,, sont nuls, 
pour tout point de à. En ordonnant l’un d’eux par rapport aux éléments 
de la première ligne, on aura encore f sous forme de fraction rationnelle, 
a moins que les déterminants d'ordre 27, formés avec les ar dernières 
lignes, ne soient nuls. Si cette circonstance se présentait, on remplace- 
rait l’une des quantités a’ (i =2,...,27r+1) par la variable z,, et 
le raisonnement se poursuivrait de la même manière. 

Ainsi, l’on peut admettre que l’on a, pour tout point du domaine à, 
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la relation 


(6) f( 31) -++5 Sn) 


N et D étant des polynömes entiers en 2,, ..., 2,. 
Nous allons maintenant montrer : 1° que si en un point du plan l’une 


des fonctions f et N est reguliere et prend la valeur A,, il en est de 


même pour l’autre; 2° que si un point est singulier pour l’une des fonc- 
tions, il l’est pour l’autre, le point singulier étant de même espèce pour 
les deux fonctions. . | 

La relation (6) est établie dans le domaine à du point o,, ..., 0,. 
Prenons arbitrairement a,, ..., a, dans det a, sur la limite de ce do- 
maine, comme l'indique la figure. On peut fixer un domaine ÿ du point 


Gi, +. An, tel qu'on ait, pour tout point de ce domaine, /= 3 S, 
0 


et S, étant deux series convergentes dans 8’. De plus, nous pouvons 
prendre 8 assez petit pour que, sur le plan des variables z,, ..., Zn, 
les domaines 8’ soient compris dans à. 

Sur le plan de z,, le cercle à (fig. 2) contiendra une aire extérieure 





ad. Désignons par A l’aire formée par les cercles d qui correspondent 
aux variables z,, ..., 2, et par l'aire comprise entre les cercles à’ et à 
sur le plan de z,. La série S,, qui est holomorphe dans 8’, ne peut s’an- 
nuler en tous les points de A, sans quoi elle serait nulle en tous les 
points de 8’. Soit b,, b,, ..., b, un point de A pour lequel S, 0. On 
peut fixer un domaine 8’ de b,, ..., b,, dans lequel S, 4o, et l’on peut 
réduire assez 8” pour qu'il soit tout entier compris dans À, c'est-à-dire 
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dans 8’. Si nous remarquons que 8” est compris dans 8, nous voyons 


que les deux fractions > et = sont holomorphes dans 8” et égales en 
0 


tous les points de ce domaine. D’après le théorème XVIII, ces deux frac- 
tions prennent donc la méme valeur (au sens que nous avons indiqué 
pour cette locution) en tout point du domaine 9’, dans lequel les quatre 
series sont convergentes. Comme la fonction f est représentée dans Ÿ 


par = on voit que la relation (6) subsiste dans 8’. 

Nous avons pris @,, ..., @ d’une manière arbitraire dans 5. Si nous 
répétons le raisonnement avec le points, — @,, 2: =@,, ..., 3, = @, 
ds -.., a, étant encore situés dans 5, on verra que, sur le plan z,, 
on peut sortir de à sans que la relation (6) cesse d’être vérifiée, pourvu 
que z, reste situé dans une certaine aire entourant le point a,. Ainsi, 
d’une manière générale, la relation (6) est étendue à une aire A for- 
mée des cercles à pour les variables z,, ..., z, et pour la variable z, 
d'une aire composée de 5 et d’une aire extérieure à 5 entourant le 
point a,. On peut maintenant raisonner sur A comme sur 5, et, en con- 
tinuant de la même manière, on agrandira l’aire A autant qu'on le 
voudra, puisque les polynômes N et D sont définis dans tout le plan. 
Dès lors, la relation (6) est démontrée pour tout point formé, en don- 
nant à z, une valeur quelconque et à z,, ..., 3, des valeurs situées 
dans à 

Raisonnant maintenant avec z, comme avec 2,, puis avec &,, etc., on 
verra que la relation (6) est vérifiée pour tout point du plan, en sorte 
que le théoreme est démontre. 
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ERRATA. 


Uria—r) 
Page 33, formule (30), mettre devant w„(.r, a) le facteur e ak et devant le second 
terme du crochet le coefficient 2. 
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